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Correspondance sur l'écolb polytechnique, années i8o4 — i8ï5, 3 vol. 
in-8®, avec 4^^ planches. 

Programme d'un cours de PHvstQUE, i vol. iti-8®, 1809. 

Premier supplément de la géométrie descriptive, i vol. in -4% avec 11 
planches; année 1812. 

Sur la composition des machines, par MM. Hachette . Lanz et Betancourt, 
I vol. în-4^, i^ planches; années 1808. 

L'idée principale de cet ouvrage consiste dans la division de toutes 
les formes des machines élémentaires , en dix séries. 

Traité ÉLÉMENTAIRE Dsa machines, I vol. in-4^, avec 28 planches; année 
i8i ï , j" édition ; année l8i4, a« édition. 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE ET SES APPLICATIONS, plauchcs gravécS, SaUS tCXtC, 

à l'usage de l'école polytechnique; année, 1817, i vol. in-folio. 

Éléments de Géométrie à trois dimensions , en deux parties, synthétique 
et analytique, i vol. in-8°, 181 7, chez F. Didot , rue Jacob, n^ a4. 
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AVERTISSEMENT. 



Explication des abréviations employées dans le texte du 
second supplément de la Géométrie descriptii^e. 



La lettre ( E ) en parenthèse , et suivie de chiffres , 

v^" indique le renvoi aux Eléments de Géométrie à trois 
^ dimensions. 

^ Lorsqu'une figure est rapportée à deux plans , lun 

^ horizontal , l'autre vertical , les points de la projection ho- 
^ rizontale sont marqués par de grandes |ettres rotii aines , 
-^ et ceux de la projection verticale par de petites lettres 
italiques. 

-On désigne un point dans l'espace de deux manières^ 
ou par les deux lettres de ses projections horizontale et 
verticale , mises en parenthèse , ou par la lettre de sa pro- 
jection horizontale seulement, mise aussi en parenthèse; 
ainsi le point (A, a) s'entend d'un point dont les projec- 
tions sont A et a, et la lettre (A) désigne le même point 
dans l'espace. 

Droite {AA'yaa'). Cela signifie une droite qui a pour 
projections les droites A A' et a a'. 

A 



vj AVERTISSEMENT. 

Plan (AA^ aa')] c est-à-dire dont les traces sur les deux 
plans principaux de projections sont AA' et aa\ 

Plan ( AA'); c'est-à-dire un plan dont la trace sur Fun 
des plans de projection, est la droite A A', et qui est per- 
pendiculaire à ce plan. 



AVIS AU RELIEUR. 

On placera les huit planches du supplément de la Géo- 
métrie descriptive après la page Sa , et les trois planches 
de YAnaljrse Géométrique ^ à la fin de l'ouvrage. 



INTRODUCTION. 



Ljes propriétés de l'étendue considérée dans les trois dimensions, 
peu connues des anciens géomètres, ont été dans ces derniers temps 
l'objet de l'une des plus belles applications de Fanalyse. C'est seule- 
ment en 1 729 qu'on a publié un traité des courbes à double cour- 
bure, dans lequel on a rapporté les points des courbes ou des surfaces 
auxquelles elles appartiennent , à trois plans rectangulaires ; cet ou- 
vrage est le premier où l'on a exprimé les relations des coordonnées 
de ces points , par des équations d'où l'on a déduit les propriétés des 
courbes, leurs tangentes , leur quadrature , leur rectification, etc. Ce 
travail d'un auteur qui n'avait encore que seize ans (Clairaut), a ou- 
vert un nouveau champ aux recherches des géomètres. L'analyse s'est 
perfectionnée ; elle s'est enrichie du calcul aux différences partielles 
et du calcul des variations, et la géométrie a constamment suivi les 
progrès de l'analyse infinitésiftiale. Euler fit l'application de cette 
nouvelle analyse à la recherche des courbes qui jouissent de certaines 
propriétés de maximum ou minùnwn; c'est à lui qu'on doit le livre 
qui a pour titre : Methodus ùv/eniendi lineas curvas m^aximi minimise 
proprietate gaudentibus , anno 1 744 1 m^ M. Lagrange regardait 
comme le chef-d'œuvre de ce grand géomètre. C'est aussi à Euler 
qu'on doit la théorie de la courbure des surfaces, exposée dans un 
très-beau mémoire de 1760 ( Académie de Berlin ) (i). Meusnier en 



(i) Euler est le premier géomètre qui se soit occupé de la théorie des surfaces 
dévdoppables. Le mémoire de 1771 {Académie de Pétersèourgj tome i6yno^icom- 
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1776 ( savants étrangers de I^ Académie de Paris ^ tome 10.) a com- 
plété cette théorie de la courbure des sections normales d'une sur- 
face , en déduisant de l'expression du rayon de courbure d'une 
section normale quelconque , celle du rayon de courbure d'une 
section oblique dont le plan mené par la tangente à la section nor- 
male, fait avec le plan de cette section, un angle donné. 

On sait ce qui a été fait depuis cette époque sur l'analyse appli- 
quée à la géométrie (i), par les professeurs qui ont fondé l'ensei- 
gnement de l'Ecole polytechnique, et sur-tout par le savant géomètre 
qui a conçu le projet de cet établissement. Ses ouvrages , ceux des 
élevés formés par ses leçons ou ses écrits, ont changé la face de 
cette branche de mathématiques , tant par l'ordre et la symétrie des 
calculs , que par l'enchaînement des propositions. 

Avant ces découvertes, d autres savants avaient cultivé la Géo- 
métrie aux trois dimensions en suivant la méthode synthétique , 
et leurs travaux quoique moins brillants et d'un ordre moins élevé 
dans leurs résultats, ont encore le mérite particulier d'exercer l'in- 
telligence des commençants, et de faire passer des abstractions de 
là science, aux applications les plus usuelles. 

Fermât, au commencement du dix-septième siècle, avait résolu 



mentarii ) contient des recherches analytiques fort savantes sur les conditions aux- 
quelles doivent satisfaire les fonctions arbitraires qui entrent dans Téquation finie 
d'une surface développafile ; mais en comparant ce mémoire à celui de Monge de 
1771 , ou mieux encore à celui de 1775 (tomes 9 et 10 des Savants étrangers^ 
Académie de Paris ) , on reconnaîtra facilement que l'analyse de Monge, fondée sur 
des considérations géométriques, conduit plus directement au but principal, qui 
est Texpression analytique de la génération des surfaces développables. Néanmoins 
Euler, dans ce mémoire de 1771, montre clairement que la surface de l'ombre 
d'un corps opaque, dans Thypothèse d'un corps lumineux, est développable , et la 
seconde partie du mémoire de Monge de 1775 , repose sur cette considération. 

(i) Voyez la préface du grand calcul différentiel de M. Lacroix, année 1810. 
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INTRODUCTIOÎT. ir 

cette question : Trouver le centre et le rayon d'une sphère qui 
touche quatre sphères données. 

La trigonométrie sphérique aussi ancienne que Tastronomie , com-: 
prend la solution de la pyramide triangulaire. Les forqnules algé-. 
briques mises sôus la forme qui convient pour l'usage des tables 
de logarithmes , ne laissent rien à désirer pour le calcul numérique 
des Ugnes qui déterminent un triangle sphérique , ou «ne pyramide 
triangulaire dans laquelle on ne considère que les angles des arêtes. 
et des faces ; mais elles n'indiquent pas les constructions géométriques 
qui mènent le plus directement des lignes connues dans une pyra- 
mide ^ aux inconnues. Pour trouver ces constructions , il fallait consi- 
dérer la trigonométrie sphérique sous un autre point de vue , et se 
proposer de résoudre tous les problèmes qu'elle pr^nte avec le 
plus petit nombre de lignes possible ^ et en ne faisant usage que de 
la règle et du compas. 

On ne peut pas douter que ces problêmes n'aient été ainsi résolus 
par les inventeurs de Part dti trait ^ mais il ne reste ajacnn écrit qui 
le constate ^ et quoique les Arabes et les Goths eussait fait pour la 
construction de leurs monuments, un fréquent usage de cet art, ils 
ne nous ont transmis ni les noms des hommes qui Font inventé, ni 
la connaissance des principes de géométrie qui lui servent de baSe« 
Sur la fin du seizième siècle , quelques-uns aies procédés de cet art 
ont été décrits dans un traité d'architecture par Philibert de l'Orme , 
aumônier de Henri II. En i64â^ Jousse publia un traité de coupe 
des pierres, sous le titre de Secrets de VArchitecture^ce qui prouve 
qu'à cette époquela pratique de l'art du trait n'était connue que d'iii^ 
petit nonibre d'initiés qui suivaient quelques écoles particulières. 
En i649) François Derand, jésuite, et Desargues, architecte de 
Lyon , dévoilèrent un plus grand nombre des secrets de ces écoles , 
dans leurs traités de la coupe des pierres. En 171^8, M. De la Rue, 

B 



X INTRODUCTION. 

architecte, fit un recueil de dessins geomiétraux qui surpassaient en 
exactitude tout ce qui avait été fait avant lui; mais le texte expli«- 
catif ne répondait pas à ja beaulé des dtèssihs. M. Frézier , savant 
officier du génie xfai s'^était principalement occupé Se la géométrie 
nécessaire pour entendre 4es canstructîofis grapjaiques transmises 
par les aiaciens, pubHa ^en 1750 un «ouvira^ sur la théorie de la 
coupe des piernes et des bois, qui est ecicûre très -recherché par les 
ingénieurs. Il contient la solution graphique de ce problème : 

Etant domiées les trois faces d'une pyramide , trouver Ids trois 
angles ? elle avait été donnée aintérieuremeilt dans le recueil latin du 
P. Deschatles ^ qui a pour titre : Mundtes TnatkenuUicus , cap. de 
îapidwn sectione^ anno 167a. Une nombreuse collection d'épurés de 
stéréotomie ^ de coupe de piarres , de dharpente ^ avait été dessinée 
d'après les ouvrages qu'on vient de citer ^^pour l'instruction des 
élèves de l'école du génie établie à Mézières (i). M. Monge qui a 
professé dans cette école pendant 20 ans ( de 1 764 à 1 784 ) 1 et qui ^ 
jusqu'en 1 79Ô ^ avait seulement publ)é-^es mémoires de géométrie 
analytique dans les collections académiques , a écrit cette année^ pour 



(i) Geitte école créée en 1748 ^^^^s le minklère <le M. d*Argenson, a servi de 
modèle pour rorganisation de lecole polytechnique; elle. fut dirigée à Fépoque 
Ae sa formation par de savants et laborieux officiers du génie,. MM. Duvignau et 
Charstillon , qui ont eu pour dignes successeurs , d autres officiers du corps non 
moins recommundobles^ MM. de Ramsauh, le comte de Jaubert, etc. 

Un décret du 12 février 1794 transféra i'école du génie de Mézières à Metz; 
par un autre décret du 11 mars suivant, une commission a été chargée de préparer 
I^établissemerrt de Técole centrale £/^5 travaux publics. Vers le milieu de novembre, 
même année, on ouvrit Técole préparatoire des chefs de brigade, et te si mars 
1795, Técole centrale des travaux publics fut mise en activité, (voyez la Notice 
historique ^ tome 1 de la Correspondance^ page 327 ). Quelques mois après, on chan- 
gea son nom eti celui à' Ecole polytechnique^ en lui conservant sa première destina- 
tion, de donner aua: élèves des services publics civils et militaires , le premier degré 
d'instruction. £n i8o3, un décret a rendu Técole de Metz commune aux élèves de 
f Ecole polytechnique qui sont admb dans les services militaires de Tartillerie et du 
génie. 
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les écoles normales , les leçons de géométrie descriptive qu'il y a 
données. Ces leçons disséminées dans plusieurs volumes du journal 
de ces écoles, ont été réunies en un seul, et publiées par mes soins 
en 1799. Cette première édition fut suivie de plusieurs autres sans 
aucun changement. Cependant la sciehce avait fait quelques pas, 
et en 18 12 j'ai publié une édition conforme aux précédentes, avec 
un supplément sur lequel on a fait le a3 mars de cette année , le rap- 
port à rinstitut, qui est imprimé dans la Correspondance sur l'école 
polytechnique , tome 3 , page f^4* 

Avant de faire connaître Tobjet du second supplément , il était 
nécessaire de rappeler le premier; celui-ci contient une proposition 
remarquable par ses conséquences, que j'ai développée dans un 
ouvrage récemment publié sous le titre di Eléments de géométrie à 
trois dimensions* 

La démonstration de cette proposition repose sur la connaissance 
d'une surface dite hyperboldide à une nappe , engendrée par une 
ligne droite mobile qui s'appuie sur trois droites fixes. J'ai fait voir 
que , de quelque manière qu'on fit mouvoir une droite , la surface 
réglée qui en est le lieu , pouvait être touchée suivant cette droite 
considérée dans une position quelconque , par une infinité d'hyper- 
boloîdes à une nappe , ou de p^raboloïdes hyperboliques , qui n'en 
différent que parce que les trois droites directrices de la droite mo- 
bile sont parallèles à un même plan. Pour le démontrer , il suffît de 
considérer que trois droites quelconques de la surface réglée déter- 
minent un. hyperboloïde à une nappe, et que lorsque ces trois 
droites sont contiguës et infiniment voisines , l'hyperboloïde devient 
osculateur de la surface réglée ; mais s'il n'y a qu'un seul hyperbo- 
loïde osculateur , il est évident qu'il y a une infinité d'hy perboloïdes 
simplement tangents qui passent tous par deux droites consécutives 
et infiniment voisines de la surface réglée, et par une troisième droite 
prise arbitrairement , en sorte que tous ces hyperboloïdes tangents à 

B. 
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la même surface réglée , sont aussi tangents entre eux. Nous avions 
démontré , dans notre traité des surfaces du second degré , la pro- 
priété de rhyperboloïde à une nappe de pouvoir être engendré par 
une droite de deux manières différentes , et cette propriété combinée 
avec la précédente, m'a conduit aux propositions suivantes, i^ parmi 
tous les plans qui passent par une droite d'une sur&ce réglée, un 
quelconque est tangent à cette surface en un point de la droite, 
quoiqu'il coupe toutes- les autres droites adjacentes; 2^ l'un quel- 
conque de ces plans étant donné , le point de contact est déterminé 
par la rencontre de la droite qui contient ce point , et de la courbe 
qui est le lieu des points d'intersection des autres droites de la sur- 
face et du plan donné , en sorte que ce plan est à-la-fois tangent et 
sécant; 3^ le point de contact étant donné sur une droite de la 
surface réglée, on détermine le plan qui est tangent à la surface en 
ce point , en substituant à eette surface un hyperboloïde ou im para- 
boloïde tangent suivant la droite donnée. 

Ce qui est remarquable dans ces pi:opositions, c'est qu'elles ra- 
mènent une construction géométrique qui *dépendait d'une analyse 
transcendante, à la solution d'un problême de géométrie trè&-simple, 
qui consiste à trouver l'intersection d'une droite et d'un plan. En par- 
tant de ce . résultat , je . me suis proposé la question suivante : Etant 
donnée une courbe plane ou à double courbure , en relief ou par ses 
projections, lui mener une tangente par un point donné sur ou hors 
la courbe? 

Pour la.r^oudre, on place la courbe sur deux surfaces réglées 
dont chacune a pour directrices cette courbe et deux droites prises 
arbitrairement ; les plans tangents à ces surfaces , menés par le 
point donné ^ur la courbe , se coupent suivant la tangente deman- 
dée. Après avoir exposé cette solution avec tous ses développements 
dans les Éléments de géométrie à trois dimensions, et ayant ainsi 
complété la théorie des contacts du premier ordre, j'ai cherché à in- 
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troduire dans la Géométrie . descriptive les notions de courbure ou 
de contact du second ordre , qui ont été jusqu'à-présent le domaine 
exclusif de l'analyse appliquée à la Géométrie. 

Je n'aurais pas démontré le théorème d'ËÛler sur les .rayons de 
courbure pour les deux genres de Surfaces le plus souvent employées 
dans les arts , savoir les surfaces développables et les surfaces de révo* 
lution.d autres raisons détermineraient à l'admettre comme une pro- 
position démontrée par l'analyse , npur en déduire les constructions 
relatives aux contacts du second ordre. De même que pour les calculs 
arithmétiques, on apprend l'usage des logarithmes sans qu'il soit 
besoin d'en connaître la théorie , on peut en géométrie , conmie en 
mécanique pratique ou en astronomie , admettre un résultat ou une 
formule qui ne serait démontrée que par une analyse transcendante. 
Je ne crois pas qu'on sorte des limites d'un cours de géométrie^ 
descriptive , eût-il principalement pour objet les applications auX[ 
arts, en apprenant à se servir d'une formule simple, telle que celle 
d'Euler sur la courbure des surfaces, qui. donne pour chaque élé- 
ment d'une surface, la grandeur de la courbure de cet élément, dont 
on connaît déjà la direction par le plan tangent (voyez cette formule 
dans l'appendice de nos Éléments de géométrie à trois dimensions). 
Mais pour appliquer cette formule à toutes les surfaces dont on 
connaît la génération, ou. qui sont définies, il ne suffisait pas de 
connaître la tangente en un point donné d'une ligne de cette surface, 
il fallait encore construire le rayon de courbure et le plan oscula- 
teur de cette ligne au même point. Ayant résolu cette dernière 
question , j'ai pensé qu'un second supplément de la Géométrie 
descriptive était nécessaire, pour faire voir comment les théorèmes 
généraux sur les tangentes et les rayons de courbure, exposéa dans 
nos Éléments de géométrie à trois dimensions , s'appliquaient à des 
ca% particuliers. En séparant ces applications de la théorie, et suppo* 
sant au lecteur les connaissances pratiques du tracé graphique, on 
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abrège YexçAic2LÛon des figures rapportées à plusieurs plans de pro- 
jection. Cet avantage résulte de la division que j'ai proposée, et qui 
consiste à nommer Géométrie à trois dimensions ^ l'ensemble des pro- 
positions relatives à l'étendue et à ses formes, et Géométrie descripti^^e ^ 
la science qui apprend l'usage de la règle et du compas , pour la 
solution des problèmes de la Géométrie à trois dimensions. 

Je rappellerai ici une observation importante; j'ai fait remarquer 
que toutes les opérations graphifpies de la Géométrie descriptive se 
réduisaient à deux seulement, qui consistent à trouver la distance de 
deux points dont on a les deux projections , et à déterminer le point 
de rencontre d'une droite menée par deux points donnés et d'un plan 
qui passe par trois points aussi donnés. (Voyez nos Éléments, pag. lo.) 
Ces deux questions étant résolues avec la règle et le compas , toute la 
Géométrie descriptive est ramenée à la Géométrie plane. C'est pour- 
quoi les jeunes gens qui désireront se fortifier sur les éléments de 
géométrie, et ensuite cultiver la Géoniétrie descriptive, devront d'a- 
bord s'exercer à trouver la solution d'un grand nombre de problèmes 
de la Géométrie plane. C'est ce motif qui si'a déterminé à fiiire passer 
dans notre langue un livre d'un physicien célèbre , professeur de ma- 
thématiques à l'université d'Edimbourg, M. John Leslie. Ce livre, 
dont il a déjà été fait mention dans l'avant-propos de la partie algé- 
brique de nos Éléments de géométrie à troi^ dimensions, a pour 
titre : Analyse géométrique ( i ). Il forme la seconde partie d'un ouvrage 
anglais (21) imprimé à Edimbourg en 181 1. On y a réuni avec beau- 
coup^d'ordre et de clarté lés problêmes les plus intéressants de la 
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(i) Voyez la note page xoa. 

{7) Eléments (^ geom^rjr^ geometrieal analjrsis^ and plane trigonometry ; — yol. 
in-8^, seconde édition , année 181 1 , 5oo pages. 

On a du même auteur les trois ouvrages suivants : 

X® Géométrie des courbes du second degré, in- 80,76 pages et io,plancifies, 
année 18 13 (écrit en fiançais \ 
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Géométrie élémentaire. J'avais confié la traduction du texte à 
M. Comte ancien élève de lecole polytechnique , qui desirait se faire 
connaître par un travail utile aux études mathématiques ; il a rempli 
cette tâche avec le plus grand zèle» J'ai fait peu de changements à 
la traduction, et ce que j'ai ajouté aux démonstrations de M. Léslie, 
n'a pour objet que d'éviter des renvois à des ouvrages du même auteur. 

Le texte est accompagné de trois planches relatives aux trois livres 
dont il se compose. Cet ouvrage joint à celui d'Euclide, complète la 
partie de la géométrie qui traite de la ligne droite et du cercle 
considérés sur un plan, et fait connaître la méthode que les anciens 
géomètres ont suivie dans leurs recherches et dans leurs démonstra- 
tions. 

On verra encore une application de cette méthode dans le mémoire 
sur le contact des sphères par Fermât, que j'ai traduit du latin, et 
qui termine les cahiers 7 et S du Journal in-4** de l'école polytech- 
nique, ou l'on a réuni les leçons de mathématiques élémentaires, 
données en 1795 aux écoles normales , par deux célèbres géomètres , 
MM. Lagrange et Laplace. 



a? Short aecount of experiments and instruments Apending on the relations qf air 
to heat and Moisture; Edin^urgh , 181 3. 

3° jin expérimental inquiry into the nature and propagation ofheat; vol. in-8°, 
562 pages, II planches; année i8o4* 

C'est dans ce dernier ouvrage que l'on trôtive les belles -observations sur le calo- 
rique rayonnant, rapportées par M. Biot dans son traité de phjj^ique, tome 4» 
page 644* Tout le monde connaît cette curieuse expérience de la formation de 
la glace par une évaporation subite et par l'absorption des vapeurs d'un liquide 
à mesure qu'elles se forment; elle est aussi décrite par M. Biot , tome i , page 33i 
de sa physique. C'est à M.. Leslie qu'on doit les premières expériences qui ont fait 
connaître que l'intensité des rayons de chaleur sortis d'un même élément de la sur- 
face d'un corps , varie avec Tangle d'émission y et qu'elle iest proportionnelle au sinus 
de cet angle. (Yoyez la TItéorie physique de la chaleur rayonnante y par M. Fourier, 
Annales de chimie et de physique ^ par MM. Gay-Lussac et Arago; cahier de no- 
vembre 1817, page aSg). 
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Des Planches jointes au second supplément de la Géométrie 

descriptwe. 

Des huit planches jointes au texte de ce second supplément, la 
première contient l'application de la méthode synthétique des tan- 
gentes au cas particulier d'une section conique. Les trois suivantes 
présentent des exemples de plans tangens de la seconde espèce , qui 
sont à-la-fois tangents et sécants des surfaces , lorsque ces surfaces ont 
pour le point de contact , deux rayons de courbure de signes contraires. 

La planche 5 est relative à la discussion des sections d'un tore , 
dont les plans passent par une normale donnée de ce tore. 

Les planches 6 et 7 font vo^jr l'application du théorème d'Euler à 
la construction géométrique des rayons de courbure et des plans 
osculateurs de deux courbes à double courbure, l'une qui résulte de 
l'intersection de deux cylindres droits à base circulaire , l'autre qui 
appartient à l'intersection d'un tore et d'une sphère. Les géomètres re- 
connaîtront dans cette nouvelle application, les avantagesdes construc- 
tions de la Géométrie descriptive, pour la détermination la plus directe 
et probablement la plus simple des quantités qui fixent la courbure 
des lignes et des surfaces. Les formules analytiques qui donnent ces 
quantités sont tellement compliquées, qu'on n'a pas cru jusqu'à- 
présent pouvoir en faire usage dans des cas particuliers , autrement 
que par la substitution des nombre^ aux expressions algébriques. 

La planche 8 extraite de la correspondance sur l'école poly- 
technique, représente les coui^bes d'intersection de trois surfaces 
annulaires, auxquelles on pourra appliquer pour la recherche des 
rayons de courbure et des plans osculateurs de ces courbes, le même 
mode de construction que pour les lignes des planches 6 et 7. 

Les dessins de ces planches ont été pour la plupart faits par l'un 
dé mes parents , M. Toussaint ( de Mézières ) , élève distingué de l'é- 
cole polytechnique , qui suit actuellement une exploitation de mine» 
de plomb argentifère. 
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SECOND SUPPLÉMENT. 



• §. r. 

) 

Définition des divers modes de projection dont on fait usage 

dans la Géométrie descriptive. , 

I. Un mode de projection^ quel qu'il soit, a pour objet de déter- 
miner la position respective des points situés dans l'espace. Pour 
le définir , on doit donner la surface sur laquelle on projette chaque 
point de l'espace, et la droite qui projette ce point. Le choix du 
mode de projection est aussi important pour la solution, graphique 
des problêmes de géométrie descriptive, que pelui du système des 
coordonnées pour la soliitîon des problêmes d'analyse appliquée, à 

la Géométrie aux trois dimensions. 

' • ■ .. . ■ ■ - 

Le mode de projection le plus simple , et dont on £iit le plus sou- 
vent usage, se nomme projection orthogonaje. Il consiste à projeter 
les points de l'espace sur un plan , par des droites perpendiculaires à 
ce plan : on ùomme les droites par lesquelles on projette les points, 
Ugnes de projectipn^ et le plan sur' lequel on les projette jp^/» depro- 
IP Suppl i 
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s 

f 

jection (Ë^ û) (l). Lbrfcque les lîgfles de projection dont ol^iqtles par 
rapport au plan de projection , on dit que la projection est oblique. 
Si elles concourent yen un point fixe > la projection se nomme per^ 
spectwe linéaire^ ou simplement /^er^ec^Ve. 

a. En supposant que les lignes àe projection soient des parallèles 
ou des droites concourantes vers un point fixe , on peut substituer 
au plan de projection une surface courbe connue et définie, par 
exempte , la sphère. La projection la plus génémle d'une ligne quel- 
conque, plane ou a double courbure, dépend de deux surfaces; la 
première ou celle sur laquelle on projette, est la suif ace deprojec- 
tion ; la seconde appartient à une série de droites qui forment une 
surface réglée , dont la nature est dét^minée par le mode de projec- 
tion, (E,a4)« 



^ Leis propositions relatires aux projections orthogonales d'un 
système de points ^^ ou des lignes droites, sont l'objet des articles 
(6 — 17) ou des pages 6 — 9 de nos éléments de géométrie à trois 
dimensions ; les propositions suivantes se rapportent aux deux modes 
de projections oblique et perspective. ^ 

Première proposition. Toutes les lignes tracées sur un cylindre 
étant projetées sur un plan ou toute autre sur^Eice, par des droites 
parallèies aux arêtes du cylindre^ la ligne d'intersection du cylindre 
tt de la surface de projection^ ainsi que toutes les lignes du cylindre 
projetBes sor ^^eltte surface , coïncident ^ totalité ou en partie. 

Deuxième proposition. Toutes les lignes tracées sur un cône étant 
projetées sur un plan ou toute autre surface par des lignes concou- 
rantes vers le sommet du cône , la ligne, d'intersection du cône et de 

(i) Ce renvoi àgni&e : E/éments Je 'Géométrie à trois dimensions ^ art. a. 
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la surface de projection , ainsi qup toutes les lignes 4tt cpn^ pro- 
jetées , coïncident en totalité ou en p$irt;ie. 

4« La combinaison de plusieurs modes de prqjeetiens conduit 
dans quelcpies cas particuliers à de# solutions plus élégantes que 
celle qu'on obtiendrait en n'employant que la projection orthogé* 
nale. £n voici quelques exemples: 

Premier exemple. De V intersection et un cylindre y et d'une surface 

quelconque définie. 

m 

Les deux surfaces ët^nt coupées par un système (le plans pa- 
rallèles^ on conçoit que les deux sections faites par l'un de ces 
plans peuvent être projetées ^ur un plan fixe par des droites paral- 
lèles aux arêtes du cylindre, pans cette hypothèse, la proiection. de 
la section du cylindre sera constante, et il jpoufra priver qu'elle 
rencontre ou qu'elle ne rencontre pas la projection (le l'autre section 
qui est un^ ligne de la sur£sice donnée; si elle la rencontre, la pa- 
rallèle et l'arête . du cylindre menée par le point de rencontre , cou- 
pera la section plane de la surface en un point qui appartiendra ^ 
l'intersection de cptte surface et du cylindre. 

Toutes les opération^ relatives à la projection obl^ue qui se fai): 
par des droites parallèles aux arêtes du cylindrp, se reduisçi^t 
aux deux constructions graphiques fondamentales de la géométrie 
descriptive. (Art. i8, page lo des Éléments). 

■ 

Deuxième exemple. De l'intersection dun cône et dune surface 

deréfoh^ipn. 

5. Les deux surface^ étant coupées par |ine série de {Haps peppe^-j 
diculaires à l'axe de révolution « on considère la section du cône faite 
par UH plan quelconque de cette série , comme la base de ce cmie , 
et on projette sur pe premier pUiji les érections circi^l^ires d^ ]^ sur- 
face de révolution , par des lignes concourantes vers ]» ^vsçg^ 



I. 



4 G^OM^TRIE DESCRIPTIVE. 

oone. Les projections des sections circulaires sont évidemment d'au- 
tres cercles parmi lesquels on distingue ceux qui rencontrent la base 
du côoe. Par le point où Fun de ces cercles coupe la base du cône^ 
on mène une arête du cône qui rencontre la section circulaire de 
la surface de révolution dont ce cercle est la projection perspective ^ 
et le point de rencontre appartient à l'intersection de cette surface 
et du cône. 

6. S'il s'agisi^ait de trouver Fintersection d'un cylindre et d'une 
surface de révolution , on substituerait à la projection perspective la 
projection oblique , en prenant pour lignes de projections des droites 
parallèles aux arêtes du cylindre. Qn trouverait par les mêmes consi- 
dérations l'intersection d'un cône ou d'un cylindre par une surface 
qui aurait pour génératrice une courbe plane de forme constante 
ou variable, dont le plan se mouvrait parallèlement à lui-même. On 
prendrait pour la base du cône la section de ce cône par un plan 
parallèle à celui de la courbe mobile. Dans le cas le plus général 
où la surface serait epgendrée par une ligne quelconque variable 
de forme et de position , on couperait cette surface et ce cône par 
une suite déterminée de plans parallèlc^s à un plan fixe pris arbi- 
trairement, et la projection perspective de chaque couple de sections 
déterminerait des points de la ligne d'intersection du cône et de la 
surface. 

Méthode synthétique des tangentes. 

(Voj. Texposë de cette méthode, Eléments de Géométrie à trois dimensions, art. 4) p* S8.) 

jfippUcation à une ellipse dont le contour est donné. fPl. \^fig* ij- 

y. Soit ABGOË le contour donné d'une ellipse, on demande la 
tangente en un point quelconque Â de ce contour. 



GI^OM^TRIE DESCRIPTIVE. 5 

Le point A étant donne, les quatre autres points B, C, O, E sont 
pris arbitrairement sur le contour de l'elHpse. Je suppose qu'on sache 
que cinq points d'une ellipse déterminent cette courbe. Cette propo- 
sition étant admise, il s'ensuit qu'un hyperboloïde à une nappe 
(£,art. ^4)? <pû est assujéti à passer par cinq. points du contour 
d'une ellipse, contient l'ellipse entière. 

Pour appliquer notre méthode^'générale (art. 56 — 67, pag. 58 E) 
à ce cas particulier , nous mènerons par les - deux premiers points 
A, B de l'ellipse {fig. i, pi. i) deux droites quelconques D, D', par 
exemple ; l'une D est la verticale ( A , ^ a' ) ; l'autre D' est une oblique 
(BB', bV) projetée en bV {fig. a) sur un plan de projection XY 
verticale et parallèle à BB' (Jig. i). 

Concevons trois autres àToites djd\d'^ qui s'appuient sur les 
deux premières D, D', et qui passent par les trois points C, O, E; 
leurs projections sont respectivement {fig. i et 12) (CHA, cA ), 
(OKA,o*),(ELA,e/> 

Par l'un de ces trois points , O par exemple , on mène une droite 
D" qui s'appuie sur les deux droites rf, d^\et a pour projections les 
droites OP, op {Jig. i et a); cette droite D" mi (OP, 0/7) résulte 
de l'intersection des deux plans qui passent par le point O et par lés 
droites ( CHA, cA), (ELA, e/). 

Les deux systèmes de droites (D, D^ D'') €i {d\ d\ d!^) déter- 
minent les directrices de la droite génératrice de l'byperboloïde à une 
nappe qui passe par cinq points de l'ellipse donnée , et par consé*- 
quent contient l'ellipse entière. D'où il suit que le plan tangent à 
cet hyperboloïde au point A et le plan de l'ellipse se coupent suivant 
une droite A R qui touche l'ellipse en ce point A. 

Le plan tangent au point A de l'hyperboloïde passe par la verticale 
D ou (A^ aa^)^ et par une droite qui s'appuie, sur les deux direc- 
trices D' et D" ou (BB\ bV) et (OP, o/?); la projection ÀR (fig. i ) 
de cette droite est la tangente demandée. On obtient un point R de 
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cette tangente par l'intersection des deux droites B'R^PR, respec- 
tirement parallèles à AB et ÂO. Ces parallèles sont les projections 
horizontales de deux horizontales ^ intersections d'un plan horizon- 
tal xy (Jig. 2^ ) et des plans conduits par le point Â et par les 
droites (BB\ bb')^ (OP, op). 

8. On construirait la tangente OQ au point O de Tellipse, en 
menant un plan horizontal tel que celui dont la trace est xy^ {fig. 
^ ) , qui couperait les deux droites de Fhyperboloïde menées par le 
point O, en deux points dont les projections horizontales sont O' et P. 
La droite O Q parallèle à celle qui joindrait les deux points O' et P, 
serait la tangente demandée. 

9* Dans le cas général ^ on place la courbe proposée sur une sur- 
face réglée, et on détermine l'hyperboloïde à une nappe qui est 
tangente à cette sur&ce , suivant une droite menée par un point donné 
sur la courbe. Mais dans ce cas particulier où la couri>e proposée e^t 
du second degré, il y a une infinité d'hyperboloïdes réglés qui peuvent 
la contenir, et pour obtenir l'un de ces hyperboloïdes , on a pris sur 
l'ellipse cinq points dent un est le point pour kquel oa demande 
là tangente. On a mené par deux des cinq points deux droites 
quelconques , et par les trois autres pcônts tnois droites qui s'appuient 
sur Içs deux pranières. Ces trois dernières droites sont les direc- 
trices de la droite mobile , génératrice de l'hyperboloïde à une nappe 
dont le plan tangent en un point donné de l'ellipse , contient la tan* 
gente à l'ellipse qui passe par le même point. 

§.iii. 

Du phm tangent de la seconde espèee. f PI. i^ là , 3 ). 

( Voy . la définition de ce plan , Eléments de Géométrie a trois dimensions , art. 89 , (>ag. 4o) . 

i O. Premier exemple. Hy perboloïde de révolution^ {fig, i et a, pi. 2J . 
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Soit (A, «a') Taxe de Pcvt)lutiba;( CBD,^:^^;?' ) o\i{CWD',cfbd) 
la droite génératrice de Thyperboloide ; ( FBE^/be ) étant le plus 
petit cercle de cette surface, A C ou AD est le rayon d'un cercle 
plus grand, dont le plan est à la distance ab on a'b (fig^ â^ du 
plan ebfàxi petit cercle. 

Soit (G) le point ( G, g) de l'hyperboloïde; ( GD,^rf et ( GH, 
gh ) les droites de cette surface qui se croisent au point (G), et 
dont les projections horizontales GD, GH touchent le petit cercle 
de gorge EFB ( voyez i" supplément art. ^5, page 65 ), aux points 
B et M. Ces droites coupent le plan horizontal ( fig. i ) aux points 
D, H du cercle C H D ; d'où il suit que la trace horizontale du plan 
tangent au point ( G, g- ) est la droite DH. Cette droite est par con- 
struction perpendiculaire au rayon A G ; d où il suit que le plan tangent 
est perpendiculaire au plan méridien A G qui passe par le point 
( G, ^ ) ; ce. qui doit avoir lieu , puisque la surface est de révolution 
{ Eléments art. 6i , page 63 ). 

L'horizontale ( GI, ^« ) coupe le plan vertical (fig. %J au point i\ 
la droite D H le coupe au point K de la droite c d; les deux points 
*> ^ (fië^ ^J déterminent la trace J(/ du plan tangent (BHki ) sur 
le plan vertical cd. 

m 

1 1 . La verticale ( G, gg^ ) coupe l'hyperboloïde en deux points ( G,^ ) 
et ( G, ^ ) à égale distance du plan e/du petit cercle de gorge. Les 
plans tangents en ces deux points passent par la corde ( BM, ^e ) du 
petit cercle EBF, parallèle k la corde DH du cercle CDH; or cette '^ 
première corde coupe le plan vertical de an point // donc la droite 
*r prolongée passe par oe point /. Mais l'horizontale ( GI, g'i^ ) coupe 
k plan vertical au point ^; donc la droite i^l^ menée par les points 
i' et /^ est la tracé verticale du plan tangent à l'hyperboloïde au 
point {Gjg' ) qui a même projection horizontale G, que le point 
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( G^^ ). Les deux traces //, IC {fig. â ) font le même angle avec Tho- 
rizontale e/^ projection verticale du petit cercle dégorge. 

lâ. Les deux droites de Thyperboloïde qui passent par le point 
( G, ^ ) coupent le plan horizontal aux points D et H, et la trace ho- 
rizontale {fig. I ) du plan tangent en ce point est la droite D H. Les 
deux droites de Thyperboloïde qui passent par le point ( G, ^ ) 
coupent le plan horizontal aux points G et H', et la trace horizontale 
du plan tangent en ce point est la droite G H^ Gette dernière droite 
prolongée, couperait la droite cd^ intersection des plans Cfig* ^ 
et â ) , en un point ^, qui serait sur le prolongement de la trace 
verticale l{. 

* i3. On a démontré dans le premier supplément de la Géométrie 
descriptive (art. 77 et 79 , pages 67 et 69 ) : 

I® Que la section méridienne XY {fig. i ) est une hyperbole //y 
{fig. 2 ) qui a pour asymptotes, les projections ( bd\ bc\fig. a) des 
droites génératrices de l'hyperboloïde , qui sont situées dans le plan 
GBD parallèles à celui du méridien XY; 

â^ Que le plan tangent au point B du cercle de gorge BB'EF 
(y^^. I ), passe par les asymptotes (CBD, bd!)^ (CBD,ftc'), {fig. 
I et a ) ; 

D'oii il suit que les deux plans normaux qui passent par la nor- 
male de rhyperboloïde au même point B, et par les asymptotes 
de l'hyperbole méridienne dont le plan est perpendiculaire à la nor-^ 
maie, coupent l'hyperboloïde suivant deux droites. 

i4. Si^ond .exemple. Hyperbolôïde à une nappe,/;/. 3. Les sec- 
tions circulaires ef^cd fpl.aj dé l'hyperboloïde de révolution de» 
viennent sur l'hyperboloïde à une nappe fpL 3 J des ellipses semWa» 
bles et semblablement placées BEFB', CDC'D' (fig* ^iP^- ^J ^î ^^ 
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projettent en ef,cd ffig. aj. Les tangentes à l'ellipse BEFB' sont 
les projections des droites de rhyperboloïdè à une nappe. (Voy. Traité 
des surfaces du second degré, page !2ii , art. i3o ). Le plan tangent 
en un point quelconque {G^g ong') de cette surface est déterminé 
par les deux droites qui se croisent en ce point ( £. art. 89 ) , et 
tout ce qu'on a dit précédemment sur le plan tangent à Thyperbo* 
loïde de révolution , s'applique également à l'hyperboloïde à une 
nappe. On a marqué des mêmes lettres les points analogues de ces 
deux surfaces , afin que l'explication précédente soit la même pour 
les deux planches a et 3. Néanmoins il faut distinguer dans cette 
explication ce qui est particulier à l'hyperboloïde de révolution. Ainsi 
la droite ( A , a a' ) pi. 3 , n'est pas un axe de révolution , mais un 
axe principal de l'hyperboloïde à une nappe. On observera que 
la droite A G fjig. i pLZj n'est pas perpendiculaire à la trace DH, 
conmie dans la fig. i f pL 2 J. 

i5. Nous ferons remarquer que les deux demi-ellipses XZY, XZ' Y 
(y^. I, pi. 3) sont divisées dans le même nombre d'arcs par les pro- 
jections horizontales des droites de l'hyperboloïde ; que deux quel- 
conques de ces arcs à égale distance du grand axe X Y, sont égaux ; 
enfin que la projection horizontale d'une droite quelconque de l'hy- 
perboloïde passe toujours par deux points de division de l'ellipse 
XYZZ'. Pour trouver le mode de division de cette ellipse, qui sa- 
tisfait à ces conditions de symétrie, on considère un autre hy- 
perboloïde engendré par une droite qui aurait pour directrices 
deux cercles égaux et parallèles (i) dont les projections ortho- 



(i) PI. i^Jig- 3. Nous avons démontré, dans nos éléments de Géométrie à trois 
dimensions , partie algébrique ( pag. 197 ) , que les surfaces du second degré peuvent 
être engendrées de deux manières différentes par un cercle variable de rayon , dont 
le centre décrit un diamètre de la surface, et dont le plan reste constamment pa« 
rallèle à lui-même. L*une de ces surfaces, l'hyperboloïde à une nappe, peut aussi. 

IP Suppl. 2 
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gonales sur le plan de la figure i planche 3 , seraient les ellipses 
( X Y Z^ a? j ) et ( X Y Z, a/y ). Ces cercles ont pour diamètres les 
droites ( X Y, ar/ ), et ( X Y, aiy^ ). Les ellipses XYZ, BB' EF étant 
semblables et semMabkment placées , on aura Tinclinaison des 
plans des cercles p^r rapport à celui de lellipse BB' EF, en dé- 
crhrant du point A comme centre avec AE pottr rayon, un arc EP 
qui coupe la droite BP perpendiculaire à AB au poim P. L'angle 
BAP mesure Vinclinaison des plans de rellijpse XYZ et du plan du 
cercle qui se projette orthogonalemcnt Cfig> i ) suivant cette ellipse. 
En supposant ce cercle et lellipse XYZ sur le même plan^ on di- 
visera le^ cercle à partir du point X marqué zéro en parties égales. 
On divisera aussi le cercle égal et parallèle qui a pour diamètre la 
droite ( XY, jr'y ) dans le même nombre de parties éga)es, et on re- 
gardera un point quelconque H' de division , comme lorigine de la 
division marquée du chiffre zéro. — La droite menée par les points 
X et H' marqués du même chiffre zéro sur les deux cercles , sera une 
droite de Thyperboloïde. On aura toutes les droites de cet hyper- 
boloïde , qui , sont comprises entre les mêmes cercles et de même 
longueur, en joignant les points de division consécutifs marqués des 



^Hh 



être engendrée pat une droite mobile qui s'appuie sur trois lignes quelconques , et 
par conséquent sur trois cercles de cet bjperboloïde. Si Ton suppose que lun de 
ces trois cercles est divisé en parties égales^ la droite mobile divisera tous les autres 
cercles de la surface parallèles à celtii-là dans le même nombre de parties égales ; 
d'où il suit que deux cercles et une droite déterminent l'hyperboloïde qui passe par 
trois cercles donnés dans des plans parallèles. 

Le plan de \^Jîg' 3,/?/. i est parallèle à deux cercles égaux <ju'on a pris pour 
directrices de la droite génératrice d'un hyperboloïde. Ayant divisé ces deux cercles 
en paities égaies, on fixe la première position de la droite génératrice, en Tassu- 
jétissant à passer par deux points de division, tels que la droite qui joint ces deux 
points ne soit pas dans le plan des centres des deux cercles. A partir de ces deux 
points, les arcs de cercles interceptés par la droite mobile dans une position quel- 
conque, sont égaux. Les projections de cette droite sur le plan de la^^^. 3,/?/. i> 
sont tangentes à une hjperbole. 
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mêmes chiffres. Mais on peut mener du point X aux points H\ H'^ 
du cercle ( X Y, j?'y ) ,deux droitea XH\ XH"; on pourra donc en- 
gendrer le second hyperboloïde de deux manières, en prenant le 
point H' ou le point H'' pour le zéro (k la division du second cercle ; 
alors chaque point de ce cercle sera marque de deux chiffres corres- 
pondants aux deux modes de génération de Thyperboloïde. 

Les deux cercles des diamètres ( X Y, ;«?j ) , ( X Y, jp'y ) du second 
hyperboloïde se projettent {^fig* ii pi* 3 ) suivant la même ellipse 
X YZ ; donc les droites de cette surface qui se croisent aux points de 
division des deux cercles , se projettenty?^. i suivant des droites qui 
se croisent aux points de Tellipse XYZ. Mais les projectionsy?^^. i des 
points des cercles tels que H', H", sont sur des droites perpendiculaires 
à Taxe X Y; donc si à partir du point X,on a divisé le cercle X Y H' H" 
en parties égales, les perpendiculaires abaissées de ces points de di- 
vision sur le diamètre X Y diviseront Tellipse XYZ en parties iné- 
gales, et comme les droites de l'hyperboloïde, dans les deux systèmes 
de génération, passent par les mêmes points de division des deux 
cercles des diamètres (XY, ^j^), (XY, a?y ), la projection horizon- 
tale de l'une quelconque de ces droites passera par deux points de 
division de l'ellipse. 

Troisième exemple. — Plan tangent au tore. (PL ^J. 

(Voyez les Eléments de Géométrie a trois dimensions , art. Sg^pag. 4o). 

i6. Soit [\^aa^)^Jig. i et a, pi. 4 ^ l'axe de révolution d'une sur- 
face annulaire ou d'un tore qui a pour génératrice le cercle (EF, 
efdâ^ ). La perpendiculaire abaissée du centre c de ce cercle {Jig. 12) 
sur Taxe aa^rencontre la surface du tore aux points (F,/*),(E,e), 
et les plans tangents au tore menés par ces points sont de deux 
espèces. Le premier mené par le point (F,y) n'a de commun avec 

2. 
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la. surface que ce point de contact. Le second mené par le point 
(E, e) le plus voisin de l'axe de révolution, coupe le tore; et, si l'on 
suppose que ce plan tourne autour de l'horizontale ( G H , e ) pour s'a- 
battre sur le plan horizontal , la section du tore ^^g. 3 , sera la courbe 
en huit (8), GKEL'HK'ELG dont les plus grandes ordonnées ver- 
ticales Kl, KT égales kcd oncd'^ correspondent aux abscisses égales 
El, El' demi-cordes du cercle décrit du point A comme centre avec 
AD pour rayon. 

17. Sur eb{Jig.2.) comme demi-axe transversal , construisons une 
hyperbole m en qui ait son sommet au pointe, et dont le rayon de cour- 
bure en ce point soit égal au rayon c e du cercle générateur du tore. On 
a (art. iode l'Appendice de nos Eléments , pag. i ay) c e = ^ , x étant 
le demi-grand axe conjugué à l'axe transversal; ce qui donne x 
= 1/Ï7x7tf, c'est-à-dire que x est une moyenne proportionnelle 
entre les deux lignes he et ce. 

Ayant mené les asymptotes bp , bp^ de l'hyperbole osculatrice du 
cercle edd\ la droite (BP, bp) ou (BP, bp^) dont la projection 
horizontale BP(^.i) parallèle à la droite bc {fig. 2), est une tangente 
au cercle décrit du point A comme centre avec AB pour rayon, en- 
gendre en tournant autour de l'axe de révolution ( A,aa^),un hy- 
perboloïde osculateur du tore en un point quelconque (E, e) du 
cercle, qui est du rayon eb\ or le plan tangent au tore au point 
(E, e) coupe cet hyperboloïde suivant deux droites ER, ER' {Jig. 
3) qu'on obtient, art. i3, en prenant PR==PR'=e/7=6/7'; donc 
ces deux droites tangentes au point E de la section du tore et du 
plan tangent , en sont aussi psculatrices , c'est-à-dire que les rayons 
de courbure des deux branches de cette courbe qui se croisent au 
point E , sont pour ce point d'une longueur infinie. On déduit de 
la considération des sections normales, une autre construction des 
deux tangentes au point double E de la section du tore par le plan 
tangent au même point. 
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i8. Le plan tangent (Jig. 3, /?/. 4 ) au point E contient les traces 
E A, ER' des deux sections normales Tune du rayon ec=ret l'autre 
d'un rayon infini ; or l'angle de ces deux droites est égal à l'angle de 
ces deux sections ; donc la tangente de cet angle est ( art. 4 ^e l'ap- 
pendice E.) y/ —, la lettre R représentant la droite be (Jîg. 2). 

Prenant pour unité la portîbn a ^ de la droite {fig. 2 ) comprise 
entre deux parallèles quelconques ca, ^^, on a à cause de be=zR^ 

r:R:: 1:^6= — . 
Ayant décrit sur ba comme diamètre, un demi -cercle, l'ordonnée 
p y de ce cercle est égale à y/ 5, Construisant (Jig. 3) le triangle rec- 
tangle E p' y avec les deux côtés E p', p' y égaux respectivement aux 
droites a p, Py (7%". a), l'angle p'Ey' est égal à l'angle AER' complé- 
ment de l'angle P E R' qu'on a trouvé ( article précédent ) par la con- 
sidération de l'hyperboloïde de révolution osculateur du tore au 
point E. 

19. On voit par ce dernier exemple, que pour apprendre com- 
ment un plan tangent de la seconde espèce touche une surface , il 
est nécessaire de connaître la forme des sections normales qui passent 
par le point de conts^ct, de distinguer les deux séries de sections 
dont les courbures sont en sens contraire par rapport au plan tan- 
gent , et de déterminer la section qui se trouve au passage de l'une 
des séries à l'autre. Nous reviendrons dans le paragraphe ( §. V ) 
sur la discussion des sections normales d'un tore , qui passent par 
les mêmes points e,/* de la normale abaissée du centre du cercle 
générateur efddJ sur l'axe de révolution. Pour éviter les répétitions: 
les points des figures i et 2 , planche 4 9 rapportés figures i et 2 de 
la planche suivante 5 , y seront marqués des mêmes lettres. 
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§. IV. -. PL I. 

Construction géométrique du rayon de courbure dune ellipse 
en un point donné de cette ellipse. Fig. 4^5,6. 

(Voyez V Appendice de wn EUmenUy ait. 8, pag. ia3). 

ao. Soient AB, CD {fig. 4^ 5^ 6^ pi. i. ) les diamètres conjugués 
d'une ellipse; on demande le rayon de courbure au point A extré- 
mité du diamètre AB. 

Pour résoudre cette questimi, nous considérerons lellipse proposée 
ABCD {fig. 4 ) coHune une section normale dun cylindre à base 
circulaire, et nous déterminerons la droite génératrice de ce cylindre. 

Ayant nené par le point A {fig. ii^pL i ) la tangente EAF pa- 
rallèle au diamètre CD, et la normale A G A', on décrira {fig. 5) du 
point G de cette normale comme centre , un cercle d'un diamètre 
A A' égal à C D , tangent à l'ellipse au point A- 

Considérant le plan de la^^. 5 comme horizontal, soit X â^ Y la 
trace du plan vertical de projection {fig. 6 ) perpendiculaire à la tan- 
gente £AF de l'ellipse et du cercle, dont les diamètres parallèles CD, 
E'F' sont égaux. Construisons {fig. G) le triangle rectangle agq 
dans lequel on a : 

a^= AG {fig 5 ) =OC {fig. 4 ), ^9«OP {fig 4 ), . 
O F étant la perpendiculaire abaissée du centre O de l'ellipse sur la 
tangente EAF; l'angle ^^gr de ce triangle mesure l'angle que les 
plans du cercle et de l'ellipse doivent faire entre eux , pour que ces 
deux lignes soient sur le même cylindre. En effet concevons un cy- 
lindre dont les arêtes soient parallèles à la droite {GQ^ gq) qui 
joint les centres O et G^fig. 4 ^t 5 de l'ellipse et du cercle, et dont 
la base est le cercle du rayon A G. 
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Les plans tangents à ce cylindre menés par les points E\F' extré- 
mités du diamètre £'F' parallèle à CD, seront coupés par le plan 
de lellipse (y?^. 4 ) suivant deux droites EC^FD parallèles au dia- 
mètre AB, puisque ces plans seront parallèles à celui cjui passe par 
les droites A G et ( G Q, ^y ) , dont la trace {^fig. 4 ) cs^ 1^ diamètre A B. 

Les plans tangents au cylindre menés par les points A , A' extré- 
mités du diamètre A, A' sont évidemment coupés par ce plan de Tel- 
lipse ( fig. 4 ) suivant deux parallèles E A F , g B ç ; d'où il suit que le 
plan dont les traces sont {Jig* 5 e^6 ) E AF et a^, coupe le cylindre 
suivant l'ellipse ABCD, qui a pour diamètres conjugués les droites 
AB, CD. Le plan tangent au cylindre au point A, qui a pour traces 
( jig. 5 e^ 6 ) la tangente E A P et la droite d a parallèle à gq , est 
perpendiculaire a la droite aq^ trace fig. 4 du plan de l'ellipse 
A B C D ; donc le plan de cette ellipse est normal au (îylindre au point 
A, puisqu'il passe par la normale à ce cylindre ( AG, <2y ). 

Cela poséi) la section normale ABCD du cylindre, et la section 
circulaire oblique AE'F' A' ayant une tangente commune au point A, 
les rayons de courbure de ces deux sections sont ( Théorème de 
Meusniery E. art. 77.) sur une perpendiculaire à la section oblique ; or 
cette perpendiculaire est la droite polaire (G, gli) du cercle AE'F' A' 
(•/%*• 5 ) , et cette droite coupe le plan de l'ellipse fig. 4 au point 
K tel que AK=aA; donc le point K {fig.l^) est le centre de cour- 
bure de l'ellipse ABCD au point A extrémité du diamètre AB de 
cette ellipse. 

21. Cette construction donne l'expression du rayon de courbure 
AK de l'ellipse, au moyen du diamètre CD parallèle à la tangente 
E AF et de la perpendiculaire ALi^OP abaisse du point de contact 
A sur ce diamètre. En effet, 611 a dans le triangle rectangle agtf 
{fig. 6), a^3±rOC=:i£OP; éïçr = AL=:OP,eten comparant les deux 
triangles rectangles dgq*, agk qui ont un côté commun ag^ Thypo- 



i6 
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thénuse ^^ du second triangle = ^ = 2£li valeur connue du rayon 

^ aq AL ' -^ 

de courbure A K^^. l\^=^ak^ fig. 6. 

On a suppose que la perpendiculaire O P ( fig. 4- ) abaissée du 
centre O sur la tangente EAF , était plus petite que le demi-dia- 
mètre OC parallèle à cette tangente, puisqu'on la regardée {^fig* 6 ) 
comme le côté a q d'un triangle rectangle qui a pour hypothénuse 
une droite ag=OC\ si elle était plus grande, on trouverait le rayon 
de courbure AK, en modifiant la solution précédente de la manière 
suivante. 



Construction du rayon d'une ellipse , à V extrémité d^un diamètre dont 
le conjugué est plus petit que le double de la perpendiculaire abais- 
sée du centre uîe V ellipse sur la tangente parallèle a ce diamètre 
conjugué. ( Fig. 4S 5\ 6', pL i ). 

22. Considérons l'ellipse proposée A B C D (y?^. 4' ) comme la section 
normale d'un cylindre qui a pour base une seconde ellipse E' A F' 
{^fig* 5' ) dont le petit axe principal E'F' est égal au petit diamètre CD 
de la première , et qui a pour demi-grand axe principal une droite 
A G' plus longue que la perpendiculaire AL abaissée de l'extrémité A 
du diamètre AB conjugué à CD, sur ce diamètre CD. Le point A 
{^jig* li ) étant le sommet de cette seconde ellipse, on a vu ( Appendice 
^,art. S ^ page i23) que son rayon de courbure A G en ce point , est 



A G' 



A G' 



Ayant abaissé du centre O de l'ellipse fig. l\ la perpendiculaire 
OP sur la tangente EAF, on construit {^fig^ 6' ) le triangle a^ q 
avec rhypothénuse a^ = A G', et le côté ^5r = OP==AL, L'angle 
g^ a y de ce triangle est, d'après ce qu'on a dit article précédent, l'in- 
clinaison des plans des deux ellipses situées sur le cylindre dont les 
arêtes sont parallèles à la droite qui joint les centres G' , O de ces 
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deux ellipses, droite/qui a pour projections G'Q^ gfq {fig* &\ & ). 
Le plan de l'ellipse (y?g. 4' ) ^tant normale au cylindre, les centres^ 
dé courbure des deux ellipses {^. 4S 5' ) sont sur une perpendicu- 
laire (G^gk) au plan de la seconde ellipse Jîg. 5'. Cette perpendi- 
culaire rencontre le plany^. 4' au point K, et donne pour le rayon 
de courbure au point A de Tellipse ABCD, une droite AKyî^. 4' 
égale à ak. , {fig. 6 ). 

aS. Comparant les deux triangles d^ q , agk {fig. 6 ), on a la pro- 
portion : 
àq\a^ ::ag:ak^ ou, OP=AL: AG' :; AG :a^=AK- 

àcausedeAG=^ ALrAG^iÇ^Z : AK=^=?p:, 

AG At» AL AL. 

expression de même forme que celle de l'article précèdent. 

§.v. 

Construction des sections normales et un tore ^ et des rayons 

de courbure de ces sections. PL 4 ^t 5- 

^4- Soient yî^. i et n^pL 5, les points et les ligues d'un tore, mar- 
qués des mêmes lettres que sur les fi^^res i et 2 de la planche 4% 
( art. iB )• ' 

Considérons les quatre sections de ce tore , dont les plans passent 
par la normale èe/(y%*. a^pL 5 ), et par les droites i&H, èK, èL, 6M, 
{fié* 3 ) situées dans un plan mené perpendiculairement à la nor- 
male bf. Ces plans font avec celui du petit cercle dd^ e/àa tore, des 
angles respectivement égaux à ceux-ci : a'éH,a'6K, a'^L, a^bM^ 
En supposant qu'ils aient tourné autour de la normale bf ( fig. â ) 
transportée en A F ( fig. i ) , les quatre sections normales sont repré- 
sentées sur le plan de cette figure i , dans leur véritable grandeur , et 
//• SuppL 3 
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chacune eit marquée d'un trait particulier qui est le même que celui 
de sa projection sur le plan de la figure 3. 

Tous les rayons de courbure des sections normales qui se croisent 
au point ( F^/*) sont diriges du même côté, et leurs valeurs crois* 
santés depuis c/ {Jig. â ) jusqu'à b/^ ne passent pas par l'infini. Il 
n'en est pas de même des sections normales qui se croisent au point 
( E^ ^ ) 'ijf^' I et a. Les rayons de courbure pour ce point ne sont pas 
dans le même sens ; il y a une section normale dont le rayon de cour- 
bure est infini^ et qui sépare les deux séries de sections ^ les unes 
convexes , les autres concaves vers l'axe de révolution du tore. 

Après avoir construit par la méthode connue ^ les lignes d'inter- 
section du tore par les plans J*b h ^/bm^jftg. a et 3^ pi. 5, ces lignes 
dans leur véritable grandeur deviennent (PRES, F'R'E'S' ) (/ig. i ), 
et ( F(^ F^ IL'yEiç E'/ ); chacune d'elles est formée de deux branches 
séparées. 

a5. Les rayons de courbure de toutes les sections normales qui 
passent par le point (F,/) du tore, sont (appendice E,art. 3 , p. 1 15) 
les rayons vecteurs d'une ellipse qui a pour grand axe la somme 
des deux rayons de courbure principaux Je, fh ( figure a ) ; soit 
y*H'K'L' M'y cette ellipse construite y^*. 4 ? pi- 4 et 5 (voyez le côté 
droit de la planche 4); la droite ^^ en est le grand axe; le point* o 
en est le foyer, et les deux parties c/, cfi du grand axe sont égales 
aux rayons de courbure principaux cf, hf^ {fig. a, pi. 5) au point 
(F,/) du tore. 

Ayant décrit du point b comme centre {fig. 3, pi. 5), avec un 
rayon quelconque bi^ le cercle ihkîm^ et du point û tomme centre 
{fig. 4? planche 4 et 5) avec le même rayon, le cercle ^h'VVm\on 
prendra des arcs i^h\ NU y VV^ Vm! doubles des arcs ih, hk^ kî, Im 
{fig^ 3 pi. 5), et les rayons vecteurs cH', cW (fig. 4 ? pi- 4 et 5) 
seront les rayons de courbure des sections normales FRE, FjtFfii' 
(fig^ 1, pL 6) au point F de ces lignes. 
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â6. La section normale y*^ L {fig. ^ et 3^ pi. 5) est remarquable 
par cette circonstance que son plan est à-la-fois normal et tangent 
au tore. Il est normal au point y^ puisqu'il passe par la normale bf 
{fig^ a, pi. 5 ) et il est tangent au point V {fig. 3 ), parce qu'il con- 
tient la tangente b V {fig. 3 ) du cercle géniteur du tore dont le 
rayon dV est égal à c/, {fiS- ^)- Cette section, dans son plan, a 
pour contour la courbe FOE'0'EOF'{yîg'. i) qui a deux points 
doubles O, O'. On obtient ces points sur la droite AX Y perpendicu- 
laire à ÂF, en prenant 

kO = \0' {fig. i)=bN ifig.^). 
Les tangentes au point 0(/%'. i) se construisent (art. 17, i8)comme les 
tangentes ER, ER' {fig. 3, pi. 4) du point double E. Les rayons de 
courbure principaux au point V ou V (y%'.3,pl. 5 ) étant c' V et V», 
soit {fig. ù) ce =c' V; cy = V w. Ayant mené deux parallèles quel- 
conques coL^efi qui coupent aux points «, ^ la droite y« perpendi- 
culaire à cy, on décrira sur a y comme diamètre un demi-oercle,et 

l'ordonnée p^ de ce cercle sera l/îI-==\/ ^, en supposant a p=i. 

Donc si Ton construit {fig. i ) les deux triangles rectangles O p' *', 
O p' i'^ égaux au triangle a p i {fig. 2 ) , les deux hypothénuses O J^ 
O^'' seront (art. 18), les tangentes au point double O. 

^7. Des trois sections normales du tore que nous Tenons d'exa- 
miner, et qui se croisent aux points E et F de ce tore, la première 
FRES {fig. ï) est convexe en B vers l'axe de révolution, et les deux 
autres sont concaves vers cet axe. Le rayon de courbure de la pre- 
mière est dirigé de E en F, et les rayons de courbure des deux 
autres sont dirigés en sens contraire de E vers A. Pour trouver la 
section normale intermédiaire, dont le rayon de courbure est infini 
au point E , il faut remarquer que Thyperboloïde osculateur du tore 
est le même pour tous les points du petit cercle du rayonAE ou AB ; or 
si Ton conçoit Thyperboloïde osculateur au point (B, i)^ {fig. i et 2% 

3. 
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et les deux plans normaux au même point ^ qui coupent cet hyperbo^ 
loïde en lignes droites, a!bp {fig. a) est (art. i3) Tangle que le plan 
du petit cercle générateur du tore fait ayec l'un de ces plans normaux ; 
donc la droite bYi {fig. 3) qui fait avec la droite a' b un angle aJbK. 
z=a^bp^ détermine la section normale /ôK {fig. la et 3) composée 
de deux branches FTEV, F'T'E'V {fig. i), telles que les rayons 
de courbure en E et E' sont infinis. 

, Puisque le plan tangent au tore, au point £ contient les tangentes 
de toutes les sections normales qui passent par ce point, la posi* 
tion de la section normale . d'un rayon de courbure infini pour le 
même point, indique de quel côté du plan tangent, les sections nqr- 
maies adjacentes sont touchées par ce plan. 

ff!è. Nous avons construit l'ellipse {fig. 4» pi. 4 ^^ ^ ) ^^ donne les 
rayons de courbure des sections dont les plans passent par la nor- 
male FA^/b {fig. I et a, pi. 5 ) et qui se croisent au point (F,y). 
Ces mêmes sections se croisent au point (E, e), et les rayons de 
courbure pour ce point sont les rayons vecteurs d'un hyperbole qui 
a pour axe transversal la droite c c' {fig. 5 , pi. 4 et 5 ) , différence des 
droitesyc',yc égales aux rayons de courbure principaux eb^ec {fig^ 
a y pL 5 ) au point E du tore. Les rayons^ de courbure des sections 
normales comprises dans l'angle ^^K {fig. 3, pi. 5) sont donnés par 
la branche d'hyperbole cH' {fig. 5, pL 5 ) comprise entre l'axe b'fi 
et l'asymptote b'p. Les rayons de courbure des sections normales 
comprises dans l'angle Kbc' {fig. 3,pL 5) sont les rayons de cour- 
bure de la branche d'hyperbole c' V { fig, 5 , /?/. 4 et 5 ) comprise 
entre l'asymptote b' iç' et l'axe transversal b' c'/'. 



ag. Les rayons de courbure principaux en un point , quelconque 
du tore pour lequel le plan tangent est de la seconde espèce , déter- 
minent l'hyperbole dont les rayons vecteurs sont les rayons de cour- 
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bares des sections normales .qui passent par le même point , et par 
conséquent les asymptotes de cet hyper'bole; d'où l'on déduit une 
troisième manière ( voyez art. 1 7 et 1 8 ) de construire l'angle a' bK 
^fië' ^î P^- 5), ou alhp^fig. 2, puisqu'il est égal à la moitié de 
l'angle conmifb'p {Jig. 5, pi. 4 et 5)^ de l'axe transversal Vf^ et 
de l'asymptote V p de l'hyperbole H'cc'U. 

§ VI. 

Construction des plans osculateurs et des rayons de courbure 
des courbes a double courbure. PL 6 , 7,8. 

Premier exemple. — Courbe a double courbure , résultant de Vinter^ 
section de deux cylindres droits a base circulaire. PL &,fig. i — 5. 

3o. On a déjà construit l'intersection de trois cylindres droits à 
base circulaire pour déterminer la position d'un point dont on 
connaît les distances à trois droites ( voy. le premier supplément à la 
Géométrie descriptive , pag. 109^ art. 126 , et la planche (B) de ce sup- 
plément). Ayant extrait de cette planche (B) la projection horizontale 
de l'intersection des deux cylindres désignés par les lettres (A) et (B) , 
proposons-nous de construire le plan osculateur et le rayon de cour- 
bure pour un point de cette intersection , par exemple ^^ celui dont 
la projection horizontale est M, (/?/. &^fig. i). 

Les axes des deux cylindres coupent le plan horizontal aux points 
A et B (pL &ifig* I )î et ont pour projections sur ce plan les droites 
A a ^ B 6. Les traces des cylindres sur ce même plan étant les ellipses 
C G F, C'G' F', dont les petits axes C G, C G' sont égaux aux diamètres 
des cercles bases des cylindres, on a deux triangles rectangles F AH, 
F'BH' dont les côtés AH^ B H' respectivement égaux aux droites AC, 
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BC\ sont opposés aux angles HFA, H'F'B que les arêtes des cy- 
lindres font avec le plan horizontal. Le point donné M est Tintersec^ 
tion de deux droites MN, M N' projection de deux arêtes des cylindres 
qui coupent le plan horizontal , l'une en N , et Vautre en N'. 

Les tangentes NO^ N'O aux points N, N' des ellipses se coupent 
en un point O par lequel passe la tangente MO à la courbe MDK 
projection de la ligne d'intersection des deux cylindres. Désignant 
par (M) le point de cette ligne dont M est la projection sur le plan 
horizontal, et par (OM) la tangente au point (M) dont OM est la 
projection sur le même plan , nous allons d'abord construire le rayon 
de courbure p de la section normale du cylindre (B) dont le plan 

passe par la tangente (OM). Dans la formule p = ^ J^ — j que nous 

avons démontrée (appendice £, art. 6, pag. 120) , r est le rayon du 
cercle base du cylindre, et A est l'angle que fait la tangente à ce 
cercle avec la tangente (OM) à la courbe d'intersection des deux 
cylindres. Connaissant cet angle dont le sommet est au point (M), 
on aura la valeur de p. 

Le point (M) est le sommet de l'angle droit de deux triangles rect- 
angles M'S'm^Mh'm'i le premier semblable au triangle BF'H' a 
pour côté une droite Mm égale à la distance du point (M) au-dessus 
du plan horizontal ; le second a pour côtés adjacents à l'angle droit 
la droite Mm'=:Mm^et la perpendiculaire ML' abaissée du point M 
sur la trace OL'N' du plan qui touche le cylindre (B) au point (M): 
faisant tourner ce plan tangent autour de sa trace horizontale ON' 
comme charnière , pour l'abattre sur le plan horizontal , l'arête du 
cylindre (B) qui passe par le point (M), et la tangente (OM) y de- 
viennent N'P' et OFT'. Élevant la perpendiculaire F S' à P'N', on 
a S'P'T' pour l'angle A. Doublant cet angle, on a le cosinus de 2 A, 

et par conséquent la valeur —r^ — r du rayon de coutbure p. 

On a construit à part cette valeur, en prenant (Jig. 2) : ad=i. 
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Tyc ^ il du rayon a d égal au double de Tare S' P' T' {fig. i);bd {fig. % ) 
=cos. (aS'P'TO; bc {fig. a)=C'G' {Jig.i). 

Cette construction donne la proportion : 
ad + dbibcy.adide, ou i + cas. aArar:: i:rfe=: p ===5-rrrr-ri- 
Portant ce rayon de courbure de {fig. â ) sur la droite m! é {fig. 3 ) 
perpendiculaire à Thypothënuse L' m! du triangle rectangle M \J W 
(/^. 3) , le point 4^ sera, dans le plan vertical de ce triangle, le centre 
de courbure de la section normale du rayon p dont le plan passe 
par la tangente (MO), et Textrëmitë ^^ de la verticale e'f' sera la 
projection horizontale du centre de courbure ef. 

Faisant pour le cylindre (A) les constructions analogues à celles 
qu'on vient d'indiquer pour le cylindre (B), on a pour points ana- 
logues à ceux-ci : N\ m , U, m\ V\ S\ T\ les suivants dans le même 
ordre : N, {i.,L, ji.', P, S, T; le rayon p' de la section normale au point 
(M) du cylindre (A), dont le plan passe par la tangente (MO) , a pour 

valeur ^ ■ co^OiSpt) ' ^Y^^* porté ce rayon de courbure p' sur la 
droite \l t perpendiculaire à L(a', le centre de la courbure e (i) de 
la section normale de ce rayon sera en projection horizontale le 
point 9 ; et la droite qui joint les centres de courbure des sections 
normales aux deux cylindres des rayons de courbure p et p', sera 
en projection horizontale la droite 99'. 

Concevons par la droite qui joint les centres de courbure e' et e 
des sections normales des deux cylindres (A) et (B), un plan vertical , 
et supposons que ce plan ait tourné autour de sa trace horizon- 
tale 9 9' comme charnière pour s'abattre sur le plan horizontal ; on 
a dans ce plan un trapèze {fig. 4 ) formé par l'horizontale 9 9', et par 
deux verticales , l'une 9' if^ = 9' a' {fig. 3 ) , et l'autre 9 ^j; ==: 9 e; les ex- 



(t) Ce point • florc du cadre de la planche; il est le point de concours des deux 
oites \L't, 9c ^ lespectitement perpendiculaires aux droites Lp.', LM9« 
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trémités ^' et ^ de ces verticales (i) sont les centres de courbure âfs 
sections normales des deux cylindres, dont les plans passent par 
la tangente (MO) de l'intersection de ces deux cylindres. 

. La perpendiculaire abaissée du point (M) sur la droite if if (fig. 4) ^^ ^ 
rayon du cercle osoulateur demandé; et le pied de cette perpendicu-' 
laire en est le centre : ce cercle du rayon ^z {fig. 4) est l'intersection 
de deux sphëres'des rayons p et p', qui ont pour centres les points if et 
if. {fig. 4)- Sa projection horizontale est une ellipse Z M Y {fig. i),dont 
le petit axe ZY est dirige suivant la droite 9 9^ et dont le demi-grand 
axe J z' fig. i est égal à cdZ {fig. 4)* Cette ellipse est osculatricé de 
la courbe KMD projection horizontale de la ligne d'intersection des 
deux cyUndres, au point M de cette projection; son centre J est 
la projection du centre «> {fig. /\) an cercle osculateur. 

3i. Puisque le cercle osculateur passe par la tangente 0(M) qui 
coupe le plan horizontal {fig. i ) au point O , la trace horizontale du 
plan de ce cercle est une droite Ou perpendiculaire à la trace f f' de 
la fig. 4 9 et le point u est dans le prolongement de la droite («> z dç 
cette figure. Le point (M) de l'intersection des deux cylindres étant 
projeté sur le plan de la^^*. 4i s^i projection x est sur le droitMx'x 
perpendiculaire à 99', à une distance \\ de 99' égale à Mm ou Mm' 
{fig.3 ) ; en sorte que si l'on ne demandait que le plan oscillateur au 
point (M) dp la ligne d'intersection des deux cylindres , il serait dé- 
terminé par ses deux traces Ou^ Wk {fig. i et 4) respectivement 
perpendiculaires aux droites 9 9' et ^ ^' {fig. 4 )• 

3^. Le cylindre vertical qui a pour base le cercle osculateur au 
point (M), est coupé par le plan incliné normal à ce cylindre ^ qui 



(i) Le point ^ sort du cadre de la planché; il est le point de concours dés deux 
droites ^'^^ 94^1 la seconde de ces droites étant perpendiculaire à 99'. 
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passe par la tangente 0(M), suivant une ellipse dont le centre de 
courbure au point (M), est sur une droite horizontale normale au 
cylindre, et parallèle à la normale Mtcto" de l'ellipse horizontale 
ZMY {^fig. I ); or le centre de courbure de la première. ellipse est 
( art. 77 E ) sur une perpendiculaire au plan du cercle osculateur , 
laquelle a pour projection horizontale la droite ç ç' <o' ir (y%\ i ) ; donc 
la projection horizontale -jt ( fig. i ) de ce centre de courbure est 
Tintersection de la droite 9(p' et de la perpendiculaire Mw" à la 
tangente MO de la courbe KMD. Connaissant le rayon de cour- 
bure M 'T? de la première ellipse au point (M) du cercle osculateur, 
on en déduira le rayon de courbure Mw" {^fig- i) de l'ellipse hori- 
zontale ZMY, au point M par lequel passe la normale horizontale Mtî 
du cylindre vertical. En effet , soit (y^. 5) dans le plan vertical 0(M), 
un triangle rectangle M O rrJ\ dont le côte M wi" est égal M m! {fig. 3 ), 
et dont l'angle MOw", ou «Op mesure l'inclinaison de la tangente 
(M)0 et de sa projection horizontale MO {fig. i), ou l'angle de deux 
sections du cylindre vertical, l'une normale, Tautre oblique, qui. 
pa/ssent par la même tangente ; on a ( appendice E^ pag. i2â , art. 6) 

M4>'' = MirCOS.*(aOp). 

Menant le diamètre y cd' J de l'eUipse ZMY parallèle à la tangente: 
MO, et abaissant la perpendiculaire Mv sur ce diamètre, on a vu. 

(art.a3 § IV) queM<o"=^^. Cette seconde valeur Mw ' sert de vé- 
rification à la précédente Mtt cos.' (aOp). 

Deuxième exemple. — Courbe à double courbure résultant de 
F intersection d'un fore et d'une sphère. PL ^ , fig. i — 4- 

33. Ayant pris pour plans coordonnés un plan horizontal {fig. i ) 
mené par le centre de la sphère perpendiculairement à l'axe de révo- 
lution du tore , et un plan vertical {fig^ ^ ) passant par cet axe et 
par le centre de la sphère , les projections du cercle générateur du 
//• Suppl. 4 
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tore sur ces plans ^ sont EF (y?^. i ) et e/dd' i^fig* a )• Les projections 
de Taxe de révolution sont A et ^ï a' , et celles du centre de la sphère 
G et^. Apres avoir construit, par la méthode connue, les projections 
LMN, Zm/i de la courbe d'intersection du tore et de la sphère, on 
demande les cercles osculateurs de cette courbe pour deux points 
(M) et (N) , choisis de manière que les plans tangents au tore menés 
par ces points , ne soient pas de même espèce. Le plan tangent mené 
par le point (M) ou ( M , m) est de la première espèce, et les rayons 
de courbure des sections normales du tore qui passent par ce point, 
appartiennent à une ellipse {^fig^ 3 ) , dont le grand axe op est la 
somme des deux rayons de courbure principaux oc, op {fig. â) 
qui correspondent au point (M, m) {fig* i et a) du tore. 

Pour construire le point o {fig* 2 ) on mène par le point donné m 
{Jig, a ), l'horizontale mo qui coupe le cercle efdiï au point o; le 
rayon co de ce cercle étant prolongé, il rencontre la verticale aa^ 
projection de Taxe du tore au point p ; ce qui détermine les rayons 
de courbure principaux oc,op au point (M) ou (M, m) du tore. 

Les plans tangents au tore et à la sphère menés par le point (M) 
de la courbe d'intersection de ces deux surfaces , se coupent suivant 
une tangente à cette courbe, que je désigne par la lettre ( T ). Leurs 
traces sur le plan horizontal WiK^ {fig^ ^ ) q^ touche le tore suivant 
le cercle supérieur du rayon da'^ ont pour projections horizontales 
(Jîg. i) les droites ap, «'p {/ig-i ) qui se rencontrent au point p, pro- 
jection horizontale de l'un des points de la tangente (T). Cette tan- 
gente fait avec la tangente au cercle générateur du tore , menée par le 
point (M), un angle ay p opposé au côté horizontal a p du triangle rec- 
tangle apy, et adjacent au second côtéaY=oy (Jig. 2) de ce triangle. 
Connaissant cet angle, on en déduira le rayon de courbure de la sec- 
tion normale au tore, menée par la tangente (T). En effet, ayaàt 
construit l'eUipse (/ig. 3), et l'angle oci que le grand axe oc fait avec 
le rayon vecteur c^, étant double de l'angle «yp compris entre la 
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tangente ( T ) et la tangente au cercle générateur du tore , le rayon 
vecteur c ^ est égal au rayon de courbure de la section xiorinale du 
tore , dont le plan passe par la tangente ( T ) (appendice E. art. 3 ^page 
I ï5). Pour avoir la projection verticale ç {fig* 2 ) du centre de cour- 
bure de cette section, on prend ot{fig. la ) =:c^ {fig. 3 ), et on mène 
l'horizontale €9 , {fig* ^) qui contient cette projection verticale. Cette 
projection est aussi sur la projection verticale mp de la normale au 
tore menée par le point (M); la droite mp coupe la droite fi<p au point 
demandé f . La verticale 99' et la trace A M {fig. i ) du méridien du 
tore, se rencontrent au point ç', {fig, i ) qui est la projection ho- 
rizontale du centre de courbure dont 9 ( fig. a ) est la projection 
verticale. Le point (9, 9') est le centre de courbure de la section nor- 
male au tore , dont le plan passe par la tangente ( T )* 

Le plan vertical G 9' {fig. i ) qui contient le centre de la sphère 
( G^), et le centre de courbure ( 9^9' ), ayant tourné autour de la 
verticale G pour venir s'appliquer sur le plan méridien G H , ou son 
parallèle gh^ on a {fig. ù.) g pour le centre de la sphère, et if l'un 
des points de la droite s 9 , pour le centre de courbure ( 9 , 9' ). Le 
cercle décrit du point if comme centre avec le rayon ifZ:s=zot:=zci 
{fig. 3) , coupe le grand cercle de la sphère du rayon gh {fig. a) , et la 
demi-cordé idZ de ces deux cercles est le rayon de courbure demandé 
( E , art. 77 pag. 80 ). Pour ramener le centre de courbure u dans le 
plan méridien G 9' {fig. i ), on prend la distance u^J^k du point u 
à l'axe vertical g^ qui passe par le centre ( G,g^) de la sphère, et on 
porte cette distance ( fig, i ) sur G 9' de G en w' ; les points J, J' 
sont les deux projections du centre de courbure demande. La droite 
qui joint le point ( J^J' ) et le point ( M ) est le rayon de courbure 
' au point (M) de la ligne d'intersection du tore et de la sphère; ce 
rayon a pour projections les droites Mw' {fig. i ) et mJ' {fi^. a ). 

34- Considérons maintenant le point ( N ) ou (N, n) du tore , pour 

4 
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lequel le plan tangent à ce tore est de la seconde espèce, et proposons- 
nous de construire le cercle osculateur de la courbe d'intersection 
du tore et de la sphère en ce point (N). 

L'horizontale nr {fig. 2 ) coupe le cercle générateur du tore au 
point r, par lequel on mène le rayon cr de ce cercle, qui, prolongé , 
rencontre Taxe a a' du tore au point s. Les rayons principaux du tore 
-au point (N) sont évidemment cr et rs; et, comme dans le cas parti- 
culier de la figure , ces deux rayons sont égaux, l'hyperbole, lieu des 
rayons de courbure des sections normales du tore au point (N) , de- 
vient une ligne droite rî {fig. 4) dont le foyçr est le point, c, dis- 
tant du point r de cr{fig. 4 ) = or ou rs {fig. 2 ). 

La tangente ( T' ) au point ( N ) de l'intersection du tore et <Je la 
sphère coupe le plan horizontal ww' {fig^ 2 ) au point dont la pro- 
jection horizontale est p' {fig* i ), et on a pour l'analogue du triangle 
rectangle apy, contenu dans le plan tangent au tore au point. (M), 
le.triangle «"p'y', dans lequel le côté a 'y' est égal à rql^oq (Jîg^)i 
et dont l'angle y y' p' adjacent à ce côté, est égal à l'angle de la tan- 
gente (T') et de la tangente au cercle générateur du tore , angle qui 
a pour sommet, le point ( N ) intersection de ces deux tangentes. 

Soit (Jîg. ^)rc8' un angle double de a" y' p'; le côté S' c de cet angle 
coupe la droite r8 au point î , tel que c 8 prolongement de &' c , est la 
longueur du rayon de courbure de la section normale du tore dont le 
plan passe par la tangente ( T' )• Portant cette longueur c J de r en û 
{fig. n) sur cr prolongé, et la distance horizontale tt^ du point t à 
Taxe de révolution a a! du tore , sur le prolongement de. la droite AN 
(Jig.i)Ae A eii u\ on détermine les deux projections u\u du centre 
de courbure de la section normale du tore dont le plan passe par la 
tangente ( T') et le point de contact (N). 

Le plan vertical G u* {fig. i ) ayant tourné autour de la verticale 
( G, g^ ) pour devenir parallèle au plan vertical de projection , on a 
sur ce plan ,' le centre g- de la sphère et le centre de courbure u!^ dont 
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les projections sont {u^u') fig. i et 2. Décrivant du point a'' comme 
centre, avec un rayon u^^ 7! =^c^ {fig. 4)i ^^ cercle qui coupe le grand 
cercle de la sphère du rayon gh^ la demi-corde vz^ de ces deux cercles 
.est le rayon de courbure du point (N) de la courbe d'intersection de 
la sphère et du tore. Le centre de courbure v est à la distance \^}l de 
l'axe vertical g^ ; portant cette distance sur G xJ {fig. i) de G en a/, 
et menant la verticale x[x^ qui coupe l'horizontale i^k^ (^fig.t^) au 
point a:, les points x^x' sont les deux projections du centre du cercle 
osculateur de la courbe d'intersection du tore et de la sphère, au 
point ( N) de cette courbe. Le plan de ce cercle a pour trace sur le 
plan horizontal ww^ {fig* ^ ) ^^® droite dont la projection horizon- 
tale y p', (y?^.,i ), passe par le point p V pï'^jc^^tion horizontale du 
point où la. tangente (T') coupe ce plan horizontal ww. 

Troisième Exemple. Courbe d'intersection de deux surfaces annu- 
laires y ou de deux tores. PL 8 , in-fôlio. 

35. On a construit cette courbe dans le premier supplément de 
la Géométrie descriptive , pour trouver par l'intersection de trois sur- 
faces annulaires , le sommet d'une pyramide triangulaire dont on con- 
naît la base et les angles opposés aux trois côtés de cette base. Cette 
question a au plus seize solutions, et pour trouver les données du 
problême qui donnent ce maximum de solutions, j'ai employé un 
moyen qui consiste à chercher d'abord la courbe d'intersection de 
deux surfaces annulaires qui ont pour axes de révolution deux 
des trois côtés de la base de la pyramide, et à prendre pour in- 
déterminé , le cercle générateur de la troisième surface. J'ai supposé 
que cette courbe d'intersection tournait autour de l'axe de révolution 
de la troisième surface annulaire, pour engendrer une quatrième 
surface. La courbe d'intersection de cette quatrième surface par le 
plan de la base triangulaire de la pyramide , étant composée de deux 
branches, on dispose du rayon du cercle générateur de la troisième 
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surface annulaire , pour que ce cercle qui peut prendre deux positions 
différentes par rapport à l'axe du tore dont il est la génératrice, 
coupe la courbe dans chaque position en huit points. On obtient 
par ce moyen seize points qui sont à-la-fois sur les trois surfaces an*» 
nulaires. ( Voyez le pî^emier supplément page 1 16, art. i3i^ et la cor* 
respondance sur V école polytechnique, tome a , po^ge 33a ). 

On déduit de ces considérations la construction suivante : 

(Voyez ce dessin ou épure, pi. 8. ) 

36. Soient {fig. i, pi. 8) XYZ le triangle base d'une pyramide 
donnée ; X F Z/, Z O Yo , X G Y^, les cercles générateurs des trois sur- 
faces de révolution qui , par leur intersection , déterminent le sommet 
de la pyramide. Les deux premières surfaces qui ont pour axes les 
droites XZ, ZY, se coupent suivant une ligne composée de deux 
branches , Tune qui résulte de l'intersection des nappes de surfaces 
engendrées par les grands segments XFZ,ZOY et des nappes de 
surfaces engendrées par les petits segments HfZ , Z o Y ; l'autre , qui 
résulte de l'intersection des nappes engendrées par un grand segment 
XFZ et un petit segment ZoY, ou par un grand segment ZOY et 
un petit segment XyZ. 

La première branche, en tournant autour de l'axe XY, engendre 
une nappe de la quatrième surface de révolution , dont la section par 
le plan du triangle XYZ, est ZAGB. La.section de la seconde nappe 
par le même plan, est ZA^C'B; ces deux sections ont pour normale 
commune Taxe X Y, qui divise chacune d'elles en deux parties égales; 
elles sont coupées par les deux cercles XGYg-, et XG'Y^', en seize 
points, dont huit marqués des chiffres 1,2,3,4^^1^,7,8, appar- 
tiennent à la courbe ZABC. Les huit autres points marqués des 
mêmes chiffres accentués, appartiennent à la courbe ZA'B'C. Les 
points 1,2,3,415,6,7,8, mis deux à deux dans Tordre suivant, 
i — 8, 2 — 7, 3-— 6, 4 — 5, sont à égales distances de Taxe XY, et sur 
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des droites perpendicalaires à cet axe. li en est de même des points 
i', a\ 3', 4S par rapport aux points 8^ 7', &, 5'. 

D'où il suit que les sommets des pyramides cherchées sont situes 
sur huit cercles du diamètre i — 8,2 — 7, 3 — 6,4 — 5,i' — 8', 2! — 7', 
3' — 6', 4' — 5'. Ces cercles appartiennent à la troisième surface de 
révolution, dont Taxe est XY, et qui a pour génératrice les arcs 
XGY, X^Y. Chacun de ces cercles contient deux sommets des py- 
ramides cherchées. En effet, considérons celui dont le diamètre est 
I — 8, et qui a pour centre un point de Taxe XY. Le point 8 de la 
courbe Z A C B provient de l'intersection de deux cercles décrits par 
deux points des grands segments ZOY, ZFX; donc, si l'on porte 
la droite Y 8 sur Ya^ corde de l'arc ZOY, et la droite Za sur Za'y 
corde de l'arc ZFX, ou la droite X8 sur la corde Xa^ du même 
arc ZFX, les trois droites Yâ^, Za égale à Xa% et Xa' seront les trois 
arêtes d'une des pyramides cherchées. Abaissant la perpendiculaire a» 
sur l'axe Z Y, et la perpendiculaire a' a, sur l'axe XZ, ces deux per- 
pendiculaires se rencontrent en un point a du diamètre i— 38, qui 
est la projection du sommet de la pyramide sur le plan de la base 
XYZ. Le même point a est la projection du sommet d'une seconde 
pyramide , symétrique par rapport à la première* 

Le cercle du diamètre i — 8 contient les sommets de deux pyramides 
symétriques ; ces sommets se projettent en a sur le plan horizontal du 
triangle XYZ, et en a, (a) sur le plan vertical ^^' (Jîg. 2), perpen- 
diculaire à l'axe XY. Les quatre projections horizontales a, p, y, J, 
des sommets de pyramides qui correspondent à la courbe ZABC, 
forment un quadrilatère a p y * ^ dont la projection verticale ( ^g. 2 ) 
est le système des deux quadrilatères a p y & , et (a) (p) (y) (*). Les 
quatre projections horizontales a', ^'ry\ ^', des sommets de pyramides 
qui correspondent à la courbe Z A' B' C, forment un quadrilatère 
a p'y' J', dont la projection verticale {/ig. 2 ) est le système de deux 
quadrilatères a' p' / 5', et {a') {p') {-{) {8'). 



3â GEOMETRIEDESCRIPTIVE. 

Cette solution fait voir que les pyramides qui ont pour bases le 
triangle XYZ^ et pour angles opposes aux côtés de cette base, les 
angles détermines par les arcs XFZ, ZQY, YGX, et leurs supplé- 
ments , sont au nombre de seize. 

37, La courbe d'intersection de deux surfaces annulaires, et un 
point de cette courbe étant donnés, on déterminera le cercle oscu- 
lateur de la courbe par le point donné, en menant par ce point la 
tangente à la courbe d'intersection , et par cette tangente les sections 
normales des deux surfaces. On aura pour le point donné les rayons 
principaux des deux tores, et les angles que la tangente des sec- 
tions normales fait avec les tangentes aux cercles générateurs des 
tores. Les rayons principaux donnés de grandeur et de direction 
feront connaître les ellipses ou les hyperboles dont les rayons vec- 
teurs représentent les rayons de courbure des sections normales, et^ 
par le théorème de IV^eusnier , on construira les centres et les rayons 
des detix sphères dont l'intersection est le cercle oçculateur de-^ 
mandé (i). 



' f ■ !■ 



(i) Voyez les Eléments de Géométrie à trois dimensions , page Su , art. 78. 
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ANALYSE 



GÉOMÉTRIQUE. 



JL/analyse (i) est cette méthode, par laquelle une proposition est 
ramenée par un enchaînement de conséquences nécessaires , soit à 
une opération connue , soit à un principe admis. Elle est également 
applicable à la recherche de la vérité d un théorème , et à la décou- 
verte de la construction propre à résoudre un problème. L'analyse est 
une forme inverse de solution ; partant de Fhypothèse avancée comme 
si elle était vraie, elle remonte pas à pas jusqu'à ce qu'elle ait atteint 
un pnncipe déjà connu. L'inverse de cette méthode constitue la syn- 
thèse où composition^ laquelle est ordinairement employée pour 
exposer les éléments des scienees. L'ajjialyse ^st proprement l'instru- 
ment d'invention , tandis que la synthèse est naturellement consacrée 
à diriger l'exposition des découvertes. 



(i) Mot grec {analusis) dérivé d*ana de rechef et de lud dissoudre ou résoudre. 
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■»/%/»^»»/ % »%^'W»»/»<»%^^»%^i»»^<%'^%%^%^i^>'*^%^' 



LIVRE PREMIER. 



DÉFINITIONS. 

1 ^. U A N S chaque question , on appelle données ^ les quantités qm 
sont déterminées d'après le seul énoncé du problême , et celles qui 
peuvent être déduites dies précédentes par des moyens déjà connus^ 

sfi On dit qu'ua rapport est donné quand il est égal à celui de 
quantité& données» 

3^ ILes ligne&,^ ks^ points^, les éfenduiss éané XÊoe position fixe^ sont 
desiaési locsqufib: résultenC de Vénûncé du preklêsiâ, ou qu'ik peu-^ 
Tent en être déduits par dies moyens déjà conausw 

4^ Ua cercîe est dkmrué de vositiùn et de £rrandenr ^ ouand son 
centre et son. rayons sont 

5^^ Une figure rectiligne est diite^ donnée d!e^èae 
stmiblBb][e à. une figuse* donnée* 

PROPOSITION PRElWrrÈKR 



PROBLEME. 



Par deux points donnés ^ mener des obliques à une droite connue 
qui soient également inclinées sur elle. 

Soient A , B {fig, i , pi. i ) les deux points donnés, et CD une droite 
donnée de position; on propose de tirer A G et B G de manière que 
les angles AGC et BGE soient égaux. 



ANALYSE. 



P/u^ B, l'un des points donnés, abaissez sur CD la perpendiculaire 
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B£ , et prolongez-là jusqu'à œ qa'elle recicoiitTe en F^ ÂG cm son 
prolongement. L'angle BGE étant égal à AGG d'après i'hypotbese^ 
il est aussi égal à FGE; l'angle droit BEG = FEG, et le côté 
GE est commun aux triangles GBE et GFE ; donc ces triangles sont 
égaux, d'où il résulte que le côté BE est égal à FE; mais la perpen- 
diculaire BE est donnée, en conséquence FE est connu tant en po- 
sition qu'en grandeur ; ce qui détermine le point F et aussi le point 
G qui est l'intersection de A F avec CD. 

SYNTHÈSE. 

i 

Abaissez la perpendiculaire BE, et prolongez-la d*une égale quan- 
tité au-dessous de CD; tirez A F qui rencontre CD en G; AG etBG 
sont les lignes cherchées. 

Car bs triangles GB£ et GF£ ayant on angle égal B£G= F£G, 
compris entre deux côtés i%aux, puiscpie B£=:F£ et que GE est 
commun, sont ^aux; ce qai prouve l'égalité des angJies BGE et 
AGC. 

PROPOSITION IL 

PROBLEME. 

Par un point donne, mener une droite qui fasse des angles égaux 
avec deux droites doniM^es de postdoa. 

Soit A (/If. 2 ) le point donné, et CB, GD les lignes droites qui 
sout données de position. 

AKALYSE. 

Meneîi CH parallèle à FE, et prolongez CD. L'angle extérieur 
GCH est égal à CFË, et ECH est ^1 à son alterne CEF; mais 
Tangle CFE est égal à CEF, donc GCH est égal à ECH; consé- 
quemment Fangle GCE est divisé en deux parties égales par ia ligne 

5. . 
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droite CH. Or CH est donne de position^ donc la parallèle EF est 
également connue. 

SYNTHESE. 

Coupez l'angle connu GCB en deux parties égales par la ligne 
droite G H , et par le point donné A , menez à cette droite la paral- 
lèle £F; l'angle CE F est égal à CFE. Car ces deux angles sont 
respectivement égaux , l'un à l'angle interne ECH, l'autre à l'angle 
correspondant GCH; ils sont par conséquent égaux entre eux. 

PROPOSITION IIL 



PROBLEME. 



Par un point donné, mener une droite telle que les segmens in- 
terceptés par les perpendiculaires abaissées sur elle de deux points 
donnés , soient égaux. 

Les points A , B et C étant donnés {fig. 3 ) , on propose de tirer 
une ligne droite F CE, de manière que les parties CF et CE, déter- 
minées par les perpendiculaires A F et BE, soient égales. 



ANALYSE. 



Prolongez AC jusqu'à la rencontre de BE en D. Les triangles 
rectangles AFC et DEC, ayant l'angle ACF ^al à DCE et le côté 
CF égal à CE, sont égaux; il en résulte que le côté C A est égal à CD. 
Mais C A est évidemment donné ; donc CD et le point D sont connus; 
ainsi BD est donné, et il en est de même de la perpendiculaire CE. 

SYNTHÈSE. 

Prolongez AC d'une égale quantité jusqu'en D, tirez BD, menez une 
parallèle AF à la ligne BD et une perpendiculaire CE à la même ligne; 
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FCE est la ligne cherchée. Car les triangles FAC et EDC ayant les 
angles ACF, AFC respectivement égaux àDCE,DEC^et le côté 
AC égal à CD, il s'ensuit qu'ils sont égaux et que CF = CE. 



PROPOSITION IV. 



PROBLEME. 



Partager un triangle en deux parties équivalentes , par une ligne 
droite menée d'un point donné sur un des côtés. 

Soit proposé de tirer par le point D , la droite D F qui partage en 
deux portions équivalentes le triangle ABC. 

ANALYSE. 

Prenez le milieu E de AC {fig. 4 ) , tirez EB, EF et B D. Le triangle 
ABE est équivalent à EBC, et il est par conséquent la moitié de ABC; 
- ainsi d'après l'énoncé, ABE doit être équivalent à AFD; si on retran- 
che de chacun de ces triangles la partie commune A F E ^ il restera 
deux triangles équivalents EFB et iîFD. Puisque c^s deux triangles 
ont la même base, il faut qu'ils aient la même hauteur, c'est-à-dire 
que FE soit parallèle à BD. Mais les points B et D étant donnés, la 
droite BD est donnée de position, d'où il suit que EF est aussi 
connu. 

SrNTHESE. 

Ayant pris le milieu de A C en E et tiré BD, menez la parallèle EF 
à cette, droite, gui rencontre AB en F; la ligne DF divise le triangle 
en deux portions équivalentes. 

En effet, tirez BE. Puisque BD est parallèle à FE, le triangle EFB 
est équivalent à EFD; et si l'on ajoute AFE à chacun de ces deux 
triangles, les triangles ainsi formés AFD et ABE sont égaux : donc 
le premier est la moitié de ABC puisque le second l'est. 
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PROPOSITION V. 

PROBLCHE. 

Trouver un point dan$ Tintérieur d'un triangle, par lequel les 
droites menées aux trois sommets , divisent le triangle en trois trian- 
gles ëquivalens (i). 

Soit F {fig. 5 ) le point cherche , duquel partent les lignes FA , 
F B et F C qui partagent en trois portions équivalentes le triangle 
donné ABC. 

ANALYSE. 

Menez FD, FE parallèles aux cotés BA, BC, et tirez BD, BE, 
FD étant parallèle à AB, le triangle ABF est équivalent à ABD, le- 
quel est ainsi le tiers de ABC ; par La wêaie raison^ le triangle BEC 
qui est équivalent à BFC, est pareillement le tiers de ABC. C'est 
pourquoi les bases AD et EC sont chacune le tiers du côté AC, et 
par conséquent les points de division D et Ë sont donnés. Les pa-* 
rallèles DF et EF sont donc connues, et il en est de même de leur 
point de concours F. 

Mais le point F peut être déterminé autrement. En effet, prolongez 
AF et CF en G et en H. Le triangle DFE est évidemment semblable 
à ABC, d'où il résulte AC:AB::DE:DF. Mais AC = 3DE, donc 
AB = 3DF. De plus, à cause que AH et D F sont parallèles, on a 
AC:AH::DC:DF, ou, ce qui revient au même, 12 AC:!2AH:;3DC 
:3DF; maisiiAC = 6AD = 3DCet2AH = 3DF = AB, Ainsi le 



(i) Le proUÂme analogue dasfi la Géométrie h, trois dimensiotts ^ eensîste à lx*o«iTer^ 
daQS riptériem* d'un tétraèdre , tin pwit |el que les tétraèdres qui ont pour sommet 
commun ce point, et pour bases les quatre faces du tétraèdre ', soiçnt équivalentes ; 
ce point est le centre de gravité du tétraèdre. 

(Nçte du tiaducteuTy M, Goktb.^ 
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point H est le milieu de AB, et^ par la même raison, G est le milieu 
de BG. Ces deux points ëlant donc coiinuâ , TinteFsection F des lignes- 
G H et A G, est également déterminée. 

STNtHRSE. 

Coupez AB et BG par leud?s> milieurx en II et en G, tirez G H et 
A G,, et, paF leur point d'inteysection^ menez FA, FB et FC; vous 
aurez ainsi divisé le triangle ABG en trois parties équivalentes. E^ 
effet , abaissez par les points A et B les perpendiculaires AI et BL. 
Les triangles HAI et HBL sont égaux, puisque AHI=:==BHL, cpie 
AIH=BLHy et que le coté AH est égal à BH ; AI est donc égal à, 

* __ 

BL. Les triangles AFG et BFC reposent sur la même base G F, et 
ayant des hauteurs égales AI et BL, sont équivalents» Par le même 
raisonnement, on démontre que les triangles AFG et AFB sont 
équivalents. Le triangle entier ABG est donc partagé en trois trian- 
gles égaux en surface et qui ont leur sommet commun au point F. 

PROPOSITION VI. 

P R O B L Ê M E. 

Partagez un triangle en trois parties équivalentes par des lignes 
droites menées d'un point donné dans Tintérieur du triangle. 

Soit ABC {fig. 6 ) un triangle qu*on se propose de diviser en trois 
aires équivalentes, par les droites DB, DG et DH, tirées du point D. 

ANALYSE. 

Tirez BG, menez la parallèle DE à cette ligne, et joignez B et £. 
Le triangle BDG est équivalent à BEG, et conséquemment le qua<- 
drilatëre A BDG équivaut au triangle AB£, qui est ainsi le tiers 
de ABC. Il en résulte que la base A £ est le tiers (le AC, et par consé- 
quent que le point £ est connu; la parallèle BG à I>£ est donc déter- 
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minée, et pareillement le. point G ainsi que DG. Par mi raison- 
nement semblable, on voit en menant B H et sa paraUële DF, tirant 
DH, que la ligne BH est également déterminée. 



SYNTHÈSE. 



Partagez la base AC en trois parties égales, et par les points de 
division E, F, menez les droites DE, DF; menez à ces lignes les pa- 
rallèles BG, BH; tirez les droites DB,DG, DH; elles divisent le 
triangle ABC. en trois portions équivalentes. 

Car DE étant parallèle à BG, le triangle BDG est équivalent à 
BEG, et par conséquent le quadrilatère ABDG est équivalent au 
triangle ABE. Par la même raison, le quadrilatère BDHC équivaut 
au triangle BFG; donc les triangles restants GDH et BFE sont équi^ 
valents. Mais les triangles ABE, BEF, FBC, ayant des bases égales 
et leur sommet commun, ont la même aire; donc les espaces ABDG, 
GDH et BDHC, sont chacun le tiers du triangle donné ABC. 

PROPOSITION VII. 

PROBLEME. 

Inscrire un quarré dans un triangle. 

Soit le triangle ABC {^fig. 7) dans lequel on propose d'inscrire un 
quarré IGFH, 

AN ALYSE« 

Tirez A F, et prolongez cette droite jusqu'à la rencontre en E de 
la parallèle BE à AC; abaissez de plus les perpendiculaires BD et EK. 

Puisque EB est parallèle à AC ou à F G, on a la proportion, 
AF:AE;:FG:EB; et de plus la perpendiculaire EK étant parallèle 
à F H, on a aussi AF:AE::FH:EK. H résulte de ces deux propor- 
tions que FG:EB::FH:EK; mais FG=FH, donc EB=EK. Or, 
la ligne EK est connue puisque elle est égale à BD qui est la hau- 
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teur du triangle donné; donc £B est aussi déterminée tant en posi- 
tion qu'en grandeur; d'où il résulte que le point E est connu, qu'il 
en est de même de l'intersection de AE avec BC, et conséquemment 
de la parallèle F G et de la perpendiculaire F H; le quarré FGIH est 
donc complettement déterminé. 



SYNTHESE. 



Menez par le point B une parollële BE à la droite ÀC, et une 
perpendiculaire BD; prenez BE égal à BD, tirez la ligne AE qui 
coupe BC en F, et achevez le rectangle IGF H. 

Puisque BE et £K sont respectivement parallèles à G F et à F H, 

AE:AF::BE:GF, et AE-AF;:EK:FH; d'où il résulte que BE:GF 
; ; E K : F H. Mais B E est égal à E K par construction ; donc G F = F H. 
Il est évident par -là -que le rectangle IGF H est im quarré. 

PROPOSITION VIII. 

PROBLEME. 

Par un point donnée mener une droite telle qu« les parties de 
t^ette droite , terminées à deux lignes données , soient entre elles dans 
im rapport donné. 

Soit A (y^. 8 ) le point donnée et BC, BD les deux droites don^ 
nées; on propose de tirer EAF de manière que £A soit à A F 
comme M est à N. 

ANALYSE. 

Si vous menez par le point A la droite A (î parallèle à B C , cette 
droite rencontrera BD en un point G qui est évidemment donné. Les 
lignes FE, FB sont coupées en parties proportionnelles par les pa*- 
rallèles BE, GA, et par conséquent EA:AF::BG:GF; le rapport 
de EA à A F étant donné, il en est ainsi de celui de BG à GF. 
Or BG est connu, G F l'est donc aussi , d'où il résulte que le point F 
^t Ja ligne EAF sont déterminés- 
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SYNTHESE. 



A^nez A G pfiraUèle à B G, détjeririinez GF de manière que BG: GF' 
: ; ]^ : N , et tirez F AE ; cet]te droite est k ligne cherchée. 

Car BE et AG étant parallèles , on a là\>roportion EA : AF : : BG: GF ; 
mais BG:GF;:M:N, donc EA:AF::M:N. 

PR,OPOSITIQN IX 

PROBLEME. 

P^r un point donné, mener une droite qui soit divisée dai)S.un 
rapport donné par la circonférence d'un cercle donné. 

^oit A.(y%-. 9) le point, donné, et BPCE le cercle donné; il 
est question dç mener B C de n^nière que B A soit à A G comité 

M est à N- 

ANALYSE. 

Tirez le diamètre DAE', les droites DB, CE, et menez CF pa- 
rallèle à DB. Puisque le point A et le centre du cercle sont donnés, 
le diamètre DE est connu de poi^tion, ainsi que ses extrémités D 
et E. Mais DB étant parallèle à eF,BA:AC;:DA:AF, d'où il suit 
que le rapport de DA à A F est connu, et comme DA est donné, il 
ert est de même de A F. De plus, en vertu d'une propriété très-connue 
ducercleBAx AC = AD xAE, c'est-à-dire que AE:AC::BA:DA; 
maisBA:DA;:AC:AF, donc AE:AC::AC:AF. Donc A C s'obtient 
en prenant une moyenne proportionnelle entre A F et AE; ainsi le 
point e est connu, et par conséquent la droite BC est déterminée 
complettement. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir tiré le diamètre DE,jprenez A F, die sorte ,qpe DA:AF. 
mJVI:^, cherchez ensuite une moyenne proportionnelle A G entre 
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AF et AE, et déterminez le point G de manière que AÇ soit égale a 

cette moyenne proportionnelle; BAC est 4a ligné chercnée. 

Pour le prouver, ihehez les droites bR, CF et CE. Puisque le 

produit de BA par AC est é^l à celui de D A par A E, il s'ensuit 

que AE;AC::BA:DA; mais par coiistruction, AE:AC::AC:AF, 

donc AC:AF::BA:DA, d'où il résulte que AC:BA::AF:DA, c'est 

.à-dire ;: M :N. , 

t>ROPOSlTlON X. 



PROBLÊME. 



Par deux points donnés sur la circonférence d*iin cerde, lîieiier 
i un auti*e point de cette circonférehte , deux droîteà l^m soient 
entre elles dans un rapport donné. 

On propose de mener par les points A et B (/ig. lO ) les droites 
A C et 6 C de manière qu'elles âf ent uh rapport drfntté. 

ANALYSE. 

Menez CE qui divise en deux parties égales Fangle ACB. Votis au^. 
rez la proportion (c) AC : C B : : AD : D B , et par conséquent le rapport 
de AD à BD est donné, ce qui détermine le point D. Mais-, puisque 
Tangle ACE est égal àBCE, l'arc A£ est égal à l'arc £B; ainsi le 
point E s'obtient en prenant le milieu de l'arc AËB. Les points D : 
et E étant déterminés, la droite EDC est connue; il en est donc 
de même du point C, et des cordes AC et BC. 

SYNTHÈSE. 

Coupez l'arc AEB en deux «parties égales au point Ë, divisez att 
point D la ligne AB en deux portions qui soient entre elles dans le 
rapport donné, menez la ligne DE, et prolongez-la au-dessus de AB 
jusqu'à la rencontre de la circonférence en C ; les cordes A C et BC 

t 

(i) Prolongez A G de CF = GB;à cause de BF parallèle à CD, on a la propor^ 
tlon AC:CF=CB::AD:DB. 

6. 



• 
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sont dans le rapport donné. Car, puisque Tare AE est égal à B£]^ 

l'angle ACD est égal à BGD, et par conséquent le rapport de AC à' 

BC est le même que celui de AD à BD, c'est-à-dire qu'i^/cst égal 

au rapport donné. 

PROPOSITION XI. 



PROBLEME. 



Par un point donné, mener k un cercle une sécante telle que le 
rectangle de la partie extérieure et de la partie comprise dans le 
eercle^ soit équivalent à une aire donnée. 

Soit proposé de mener par le point A (yîg^. 1 1 ) la droite ABC, de 
manière que le rectangle de AB et BC équivaille à un espace 
donné. 

ANALYSE. 

Par Te centre O menez AF, et cherchez une longueur AE. qui 
forme avec AD un rectangle équivalent à Taire donnée. Puisque 
AB X AC=AD X AF, et que, par construction, AB x BC==AD x AE, 
il s^ensuit que AD:AB::AC:AF;:BG:AE. On déduit de cette pro- 
portion que AD:AB:;AC — BG, c'est-à-dire AB:AF — AE, c'est- 
à-dire E F. Donc A B est ime moyenne proportionnelle entre A D 
et £F; mais AE étant donné, £F l'est aussi, et par conséquent AB 
est connu tant en grandeur qu'en position.. 

SYNTHÈSE. 

Menez A F par le centre du cercle, prenez AE de sorte que le 
rectangle ADxAEsoit équivalent à l'espace donné; cherchez une 
moyenne proportionnelle entre AD' et EF, et portez-la depuis A sur 
k circonférence jusqu'en B, fe rectangle ABxBG équivaut à l'aire 
donnée.. 

Car AD:AB::AB:EF, et AD:AB::AC:AF; d'oii il résulte que 
AD: AB: : AC~AB ou BC: AF— EF ou AE,par conséquent AD x AE- 
€5t équivalent au rectangle AB x B C 
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PROPOSITION XII. 

PROBLEME. 

Par deux points donnes ^ faire passer un cercle qui coupe par le 
milieu la circonférence d'un cercle donné. 

Soient A et B deux points {^fig. i ^ ) par lesquels il faut conduire' 
un cercle AD GEB qui divise en deux parties ^ales la circonférence* 
du cercle HDFR 

ANALYSE. 

Soient D et E les points d'intersection des deux cercles. Puis- 
que DFE est, par hypothèse, une demi • circonférence, DE est un 
diamètre sur lequel doit par conséquent se trouver le centre C. Menez 
la droite AG, et prolongez-la jusqu'en F. DG étant égal à CE, il est 
évident que AGx G G==CD^= HC xCF; mais le rectangle HG. CF 
est donné, donc il en est de même du rectangle AC. GG; et comme 
A G est connu, G G l'est aussi, et le point G est déterminé. Main- 
tenant que l'on connaît les trois points A , B et G , il est facile de 
décrire le cercle AGB.. 

SYNTHESE. 

Par le point G, centre du cercle donné, menez la droite A G F, et 
prenez sur cette ligne un point G tel que A G :H G ; : F G ou H G : G G ; 
faites passer un cercle AGB par les trois points A, B et G; il divi- 
sera en deux parties égales la circonférence HDFE. 

En effet, par un des pointe d'intersection, menez le diamètre DGI,, 
et prolongez-le jusqu'à la rencontre du cercle AGB en K. Puisque 
AG:HG:;HG:GG, le quarré de , H G. est équivalent au rectangle 
de AC. CG;maisHC^ = DGxCI,et ACxCG=DGxGK;donc^ 
DG X CI = DG X GK, ce qui prouve que CI est égal a CK, c'èst-à-^ 
dire que les points I et K se confondent, et que le cercle AGB passe* 
par les extrémités du diamètre du cercle HDFE. 
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PROPOSITION XIII. 

9 

PàOBLÉlifÊ. 

Couper une droite donnée en deux partie» telles ({bé te (juatré 
construit sur la première sôit équivalent au rectangle cotiâti^uit avec 
la seconde et arec une autre ligne donnée. 

S^oit AB (^. i3 ) une droite de longueur donnée stir la<|uéllé oà 
propose de déterminer un segment dont le quarré soit équivalent au 
rectangle construit sur le reste de la droite et sur la ligne donnée C« 

ANALYSE, 

Prolongez BA en AD d'une quantité égale à C, et sur DB commié 
diamètre , décrivez une demi-conférence, et élevez la perpendiculaire 
A F, Puisque ÂG^ = CxGB, il s'ensuit que DA:AG::AG:GB; d'oà 
DA:AG:;DG:AB;par conséquentDAx AB=AGxDG; mais par 
une des propriétés principales du cercle, DAxAB=:Xp, donc 
AGxD'G==f AJ"\ Il résulte de -là que A F est égal à une tangente 
menée par G au demi-cercle qui aurait D A pour diamètre. Prenez 
le milieu de D A en E, et tirez E"F'; comme AG x DG=ÂP, si vous 
ajoutez eX"' aux deux membres de cette équation, vous trouverez 
que AGxDG+A&, c'est-à-dire EG^ (i), est égal a AP-f-EA*, c'est-à- 
dire ÊF ; donc E G est égal à E F, et par conséquent le point G est 
déterminé. 

SYirTH'èSE. 

Aprèsï avoir prolongé AB d'une quantité AD égale à C, et décrit 
sur BD un demi-cercle, élevez la perpendiculaire AF; joignez le 
point E milieu de AI> avec le point F, et prenez EG égal à EF; le 
qufirré du segment A& ainsi déterminé sur A B,. équivaut au rec- 
tangle de G B et de la ligne donnée G. 

_ J. - ■ ■ ■ ' ■ . .^« ■■■!■■■ , 

(i) AG = EG— AE; DG = EG-i- AE; AGxDG = Eg"' — AE^> 
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En effet, le triangle EFA étam rectangle 1T'=5 1T+aF'^ donc 
p^a=ÊP — EÂ====ÊG^— EÂ^==(EGHrEA)(EG--EA)^DGxAG. 
Mais d'un autre côte ÏP=ï>Ax AB, doncDAx AB=ïDGxAG, 
d'où il suit que AQ:AB::D A:DG- Or on déduit de cette propor- 
tion, que AB — AG, ou GB.:AG;:DGw-DA^ ou AGrJaA, donc 
ÂÔ^ = GB kDA = GÇ X C. 

CorolL Qn peut remarquer ici que. si la Ugoe donnée G est égale à 

AB, alors AG' = AB x BG, c'est-à-dire que la droite AB est di^^sée 

en moyenne et extrême raison au point C. La construction alors se 

confond évidemment avec celle qui est exposée dai^ les éléments(i)^ 

laquelle n'est qu'un cas particulier de la construction qui vient de^ 

BOUS occupée. 

PRQPOSITION XIV. 

PROBLEME. Fig, i4 et i4bis. 

Partager une ligne doon^e en.dçux parties qui soient entre elles 
en raison sous-dpublée (â) de deux, autres parties aussi données de 
la même ligne. 

Soit proposé dç diviser, la droite AB.(^w i4)^ de^^ sorte qne les 
segments A D , B D soient en raison sous-doublée des segments don- 
nés AC.BC. 

Premier cas. La somme des deux segments donnés est égale- à la 
ligne donnée. 

Le point de division C, commun aux deux segments , e$t entre A e(B, 

ANALYSE. 

Sur AB {fig. i4 ) décrivez une demi^circonférçnce , élevez la per- 
pendiculaire CE, et menez les droites AE, BE.et ED ou* ED!. Puis- 



i,l IV 



^r^r^im^^^Ê^w* 



(i) Voye^la Géométrie de M. Legendre, lo* édition > livre 3^pTpk 4> P«6« 96, 
ou celle de M.. Lacroix, 10* édition^ pag. 83, §. i3a. 

(a) Deux quantités sont en laison sous-doublée de deux autres lorsque le rappoit 
de ces dernières est égal au rapport des quarrés des premières. 
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que A £ B est un angle droit , le rapport de A E à B E est sous-double 
du rapport de AC à BC, et par conséquent AE:BE::AP:BD 
ou AD':BD'. Cette proportion fait voir ( note (i) , page 43 ), que 
l'angle AEB ou son supplément AEF, est coupé en deux parties 
égales par la ligne ED ou ED^ Mais la perpendiculaire et le demi- 
cercle sont donnés; donc le sommet E, la ligne droite ED ou EIV, 
et les points de division D et D', sont également déterminés. 

SYNTHÈSE. 

Ayant décrit sur AB une demi -circonférence, élevez la perpendi- 
<:ulaire CE; menez E A, EB, et divisez en deux parties égales l'angle 
AEB par la droite ED ou son supplément AEF par la droite ED'; 
les segments intérieurs A D , D B , ou les segments extérieurs A D'^ 
D' B , sont en raison sous-doublée de A C à C B. 

Car d'après la construction, AE:BE: : AD:DB ou AD':BD'; mais 
le triangle AEB étant rectangle, A £ est à BE en* rapport sous-dou- 
blé de AC à BC, donc il en est de même du rapport AD:BD ou 
AD':D'B. 

Deuxième cas. La différence des deux segments donnés est égale à 
la ligne donnée. 

Le point de division C est sur le prolongement de la droite don- 
née AB. 

ANALYSE. 

Sur AB {fig. i4 bis ) décrivez une demi-circonférence , menez la 
tangente CE, et tirez les droites AE, BE et ED ou ED'. Les trian- 
gles A CE et ECB sont semblables, car ils ont un angle commun ECB, 
et de plus les angles CEA, CBE sont égaux comme ayant tous deux 
pour mesure la moitié de Tare AE ; il suit de-là que AC:CE : : CE:BC; 
or puisque C E est une tangente, CE* =CB x C A, donc Âc*:cl' : : AC 
:BC. En combinant cette proportion avec la précédente, il en ré- 
sulte évidemment que C E est à B C en raison sous-doublée de A C à 
BC,QU,c&:Be: : AC:BC. Mais dans les mêmes triangles semblables^ 
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AE:BE::CE:BC;donc AE:BE::i/AC:l/BC::AD:BD, ou::AD' 
:BD', ainsi Fangle AEB est coupé (voyez note .{i) pag. 43) en deux 
parties égales par ED , ou son supplément AEF Test par ED'. 

SYNTHÈSE. 

Décrivez sur AB une demi-circonférence, menez-lui la tangente 
CE, et tirez les droites AE, BE; divisez ensuite en deux parties 
^ales l'angle A E B ou son supplément par E D ou E D' ; les segments 
intérieurs AD, BD, ou les segments extérieurs AD', BD', sont en 
raison sous-doublée du rapport de AC à BC. 

En effet , l'angle G E A étant égal à CBE, etBCE étant commun 
aux deux triangles ACE et BÇE, ces deux triangles sont sembla- 
bles, et AC:CE;:CE:BC; donc le rapport de CE à BC est sous- 
double du rapport de AC à BC. De plus, par la similitude des 
mêmes triangles, AE:BE : ; CE:BC , et par conséquent AE est à BE 
en raison sous-doublée de AC à BC. Mais AE:BE::AD:BD, ou 
AD':BD'; donc le rapport de AD à BD ou de AD' à BD', est sous- 
double de celui de AC à BC. ' 

Corollaire. Dans ce second cas, l'angle CDE étant égal à la. somme 
des deux angles DEB, DBE, ou, ce qui revient au même, à la 
somme des angles D E A , A E C , il s'ensuit que l'angle CDE est 
égal à l'angle CED, et que le triangle CDE est isocèle. De plus , 
en vertu de l'hypothèse, D'EF = D'EA = D'EC+AEC; mais d'un 
autre côtéD'EF = CD'E+D'BE=CD'E+AEC; en comparant ces 
deux résultats, il est clair que les angles CD'E et D'EC sont égaux, 
et que le triangle D' C E est aussi isocèle. Donc CE=Cb=CD'; 
ainsi, sans qu'il soit nécessaire de diviser l'angle AEB ou AEF en 
deux parties égales , on peut trouver le point D ou D' au moyen de 
la tangente CE, qui est une moyenne proportionnelle entre les seg- 
ments A C,BC. 

PROPOSITION XV. 

PROBLEME. 

Trouver un point sur le diamètre d'un cercle , tel qu'en menant 
//• Suppl. 7 



/ 
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par ce point, sous une inclinaison donnée, une droite terminée à la 
circonférence , le quarré de cette droite soit dans un rapport donné 
avec le rectangle des deux segments du diamètre. 

Soit proposé,^. i5, de mener DE faisant un angle donné avec DB 
de telle manière que le quarré de I> Ë ait un rapport donné avec le 
rectangle AD, BD. 

ANALYSE. 

Prenez. EG = FD, menez CF, le rayon CGH, et la droite AH; 
prolongez cette dernière jusqu'à la rencontre de CE en I. Comme CE 
est ^al à CF, l'angle CE F est égal à CFE. De l'égalité de ces deux 
angles et de l'égalité respective des cotés CE, EG aux cotés CF, FD^ 
il résulte que les triangles CD F et CGE sont égaux , et eonséquem- 
"ment que langle E C G est égal à l'angle FC D;donc l'arc HE est égal 
a A F, et par conséquent AH est parallèle à DE. L'angle BDE étant 
donné , BAH l'est donc aussi , et la corde AH est connue. De plus le 
rectangle AD. DB étant égal au rectangle FD. FE, il Fest pareille- 
ment au rectangle DE. E G ; c'est pourquoi DE' est à DE x E G, ou D E 
est à EG dans le rapport donné; mais DE:EG::AI:IH, donc AI 
est à IH dans un rapport connu, et il en est de même de A H à l'égard 
de HI. Puisque AH est donné, IH l'est donc aussi, et par consé- 
quent le point I et IC , le point E et DE sont déterminés. 

SYNTHÈ&E» 

Menez. AH iactinée suy A 6 d'une quantité égak à l'angle donné, 
prolongea cette droite d'une quantité AI qui soit avec IH dans le 
rapport donné; tirez IC, menez £D parallète à I A; D est le poûat 
cherché. 

Car, puisque AI:IH;;DE:EG, DE est à EG dtos le rapport 
donné, et par conséquent DE' est à DE x EG dans le même rapport. 
Mais FE étant parallèle à AH, l'arc HE est égal à l'arc AF, l'angle 
HCE est donc égal à ACF, ainsi les triangles GCE et CDF sont 
égaus: , puisque le coté CE est égal à CF^ et que les angles ECG et 
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CEG sont respectivement égaux aux angles F CD et CFD; donc GE 
= FD,et par conséquent DExEG=DEx FD=ADxDB, doné 
DE* est à A D X D B dans le rapport donné. 

PROPOSITION XVL 

.m 

PROBLEME. Fig. i6 et i6 (bis). 

Par deux points donnés^ mener à un point de la circonférence, 
d'un cercle donné , deux droites telles que la corde de Tare qu'elle^ 
interceptent soit parallèle à la ligne qui joint les deux points 
donnes. 

Par les points A^ B , on propose de mener les droites A C, B G qui coui- 
pent la circonférence donnée en D et £, de manière que DE soit pa- 
rallèle à AB. 

ANALYSE. 

Menez la tangente DF qui rencontre AB en F. L'angle FDE est 
égal à l'angle E C D {/iff. 1 6 ) ou à son supplément (fig. 1 6 bis ) ; mais 
DE étant parallèle à AB, l'angle FDE ou son supplément est égal 
à l'angle AFD, lequel est donc égal à ECD ou ACB. De -là il ré- 
sulte que les triangles {fig. i6) AFD et ABC, qui ont en outre un 
angle commun CAB, sont semblables, et que AD:AF;:AB:AC, 
d'où AD X AC=AF X AB. Or, le point A et le cercle DCE sont don- 
nés, le rectangle AD x A G est donc connu; car il est égal au quarré 
de la tangente A G quand le point A est hors du cercle, et au quarré 
de la perpendiculaire A Gf{Jig. i6 bis) sur le diamètre, quand le 
point A est dans l'intérieur du cercle. Ainsi le rectangle AF x AB 
est déterminé; et comme AB est donné, il sera facile d'en déduire 
A F, et par conséquent la position du point F. On aura donc celle 
de la tangente FD et du point D; en joignant ce point avec A qui 
est donné , la ligne A G et ensuite B G , ainsi que son intersection 
cm E avec la circonférence , seront déterminées. 

7- 
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SYNTHESE. 

Si le point ^^fig^ i6,.est extérieur au cercle, menez la tangente 
AG , ou s'il est intérieur , yîg*. i6 (bis) , élevez la perpendiculaire A G 
sur le diamètre qui passe par A. Prenez une troisième proportion- 
nelle aux lignes AG, AB, et portez-la de A en F; par le point F 
menez la tangente FD, tirez la droite AD et prolongez-la jusqu'à la 
rencontre de la circonférence en C; tirez CB qui coupe le cercle 
en E; la ligne DE est parallèle à AB. 

En effet, puisque AB:AG::AG:AF, ÂG^ = ABx AF; mais d'un 
autre côté, ÂG* = C A x A D , donc AB x AF = CA x AD , et par 
conséquent A B : A C : ; A D : A F. Il suit de-là que les triangles BAC 
et DAF sont semblables comme ayant un angle commun compris 
entre deux côtés proportionnels; ainsi l'analyse AC B est égal à AFDî 
mais ACB ou DC£ est égal à EDF ou à son supplément, par consé- 
quent l'angle AFD est égal à EDF ou à son supplément, et la corde 
DE est parallèle à AB, 

PROPOSITION XVII. / 

PROBLEME. 

Par deux points donnés , mener à un point de la circonférence 
d'un cercle deux droites telles que la corde de l'arc intercepté ren- 
contre en un point donné la droite qui joint les deux premiers points 
donnés. 

Il est question de mener par les points A et B {fig^i"]) les droites 
A F et B F, de manière que la corde D G prolongée rencontre en C 
le prolongement de AB. 

ANALYSE. ** 

Menez DE parallèle à AC, tirez la droite EG, et prolongez - la . 
jusqu'à ce qu'elle rencontre AB en H. L'angle BHG est égal à son 
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alterne GED^ lequel est égal à GFD puisqu'il est inscrit dans le 
même segment ; donc les angles B H G , B F A sotit égaux , et les trian- 
gles BHG, BFA sont semblables. Ainsi BG:BH : ; BA:BF, et BG x BF 
=BH X B A ; mais le rectangle BG x B F est connu, puisqu'il équivaut 
au quarré de la tangente menée par B ; donc B H x B A est déterminé, 
et par conséquent le point H l'est aussi. Le problême est actuel- 
leiyent ramené au précédent y car il suffit de mener par les points 
C et H, les droites CD et HE, de telle manière que DE corde de 
l'arc intercepté, soit parallèle à HC. 

SYNTHÈSE. 

Par le point B menez au cercle une tangente BI, prenez BH de 
manière que BA:BI;;BI:BH,et, par la dernière proposition , menez 
les droites HE et CD telles que DE soit parallèle à HC ; alors si Ion 
prolonge BG jusqu'en F à la circonférence; AD F forme une bgne 
droite. 

Car, puisque BA:BI::BI:BH, le rectangle BAxBH est équiva- 
lent au quarré de BI ou au rectangle BGxBF; donc BA:BF;:BG 
:BH, et les triangles BAF et AGH sont semblables; donc BFA 
= BHG = GED = GFD. Les angles BFA et GFD étant égaux, 
il est clair que les lignes F A et F D sont dans le prolongement l'une 

de l'autre. 

PROPOSITION XVIII. 



PROBLEME. 



Par deux points donnés sur la circonférence d'un cercle, mener 
à un autre point de la partie exposée de la circonférence des droites 
qui coupent un diamètre donné en deux points également éloignés 
du centre. 

Soit proposé de mener par les points A et B(y^. i8)les droites AC 
et B C , telles que les points F et G qu'elles déterminent sur le dia- 
mètre DE, s'écartent également du centre O. 
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Tirez la droite B A , prolongez-la ainsi que le diamètre ED jusqu'à 
leur rencontre en M , menez C OL^ abaissez du centre O sur A B la 
perpendiculaire OK, joignez le point K au point L^ par A menez 
AHI parallèle à DE, et tirez HIL 

Les parallèles F G et AI sont coupées en parties proportionnelles 
par les droites GA^ GH et Cl; et comme FO est égal à OG^ il faut 
que AH soit ^al à HI. Gomme de plus, par construction, le point K 
est le milieu de A B , la droite HK est pitrallèle à I B , et l'angle AKH 
est égal à ABI. Or Tangle ABI ou ABC est égal à ALG, donc AKH 
est égal à ALHouALG;en observant de plus que les angles ALH 
et A K H reposent sur une même base A H , il est clair qu'à cause de 
leur égalité , il faut que le quadrilatère AKLH soit inscriptible dans 
une circonférence, et par conséquent que les angles HAK et HLK 
soient égaux. Mais HAK=OMK en vertu du parallélisme des 
droites AI et DE; donc OMK est égal à HLK ou OLK; ainsi le 
quadrilatère MOKL est pareillement inscriptible dans un cercle , et 
il en résulte que MLO est égal à MKO. Or l'angle M KO est droit, 
donc ML est une tangente. Gette tangente est une donnée, puisqu'on 
connaît le point M oii concourent les droites ED et BA; donc on 
peut déterminer le diamètre LC et le point C. 



SYNTHESE. 



Prolongez ED et B A jusqu'à leur point de concours en M, menez 
la tangente ML et le diamètre LG; les lignes droites A G et B G sont 
teUes que leurs points d'intersection avec le diamètre DE s'écaitent 
du centre O de quantités égales OF et OG. 

Pour le prouver menez AI parallèle à DE,OK perpendiculaire 
à A B , et tirez les droites L K et K H. 

Puisque ML est une tangente, l'angle OLM est droit, il est donc 
égal à MKO; conséquemment MKL est égal à MOL, et. de plus 
à AHL. Il résulte de-là que le quadrilatère AH KL est inscrip- 
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tible dans mi cercle ^ et par conséquent Vangk AL H est égal à AKH; 
mais, par la même raison, ALH ou ALC est égal à ABC ou ABI; 
donc AKH:==ABI, et KH est parallèle à BI. Maintenant puisque 
AK est égal à KB, il s ensuit que AH est égal à HI, et que FO est 
égal à OG. 

PROPOSITION XIX. 

PROBi*£MB. (iF^^. 19 et 19 bis). 

Par un point donné , mener une droite telle que le rectangle des 
segments interceptés sur elle par deux lignes données , soit équiva- 
lent à une surface donnée. 

Soient AB, AC {^fig. 19 ou 19 bis ) deux droites données, et D un 
point par lequel il fkut meixer E F^ de manière que le rectangle des 
segments £D, DF^ équivaille à une aire donnée* 

Tirez AD , et menez par F une droite F G faisait avec EF un angle 
égal à DAE; elle rencontre AD ou son prolongement en G. Les 
triangles ADE et F D G étant évidemment semblables, A D : E D : ; DF 
:DG, et par conséquent ADxDG = EDxDF. Le recUngle ED 
X DF étant donné, il en est donc de même du rectangle AD x D G, 
et comme AD est connu, D G et le point G peuvent être déterminés. 
De plus, puisque l'angle DFG est égal à l'angle connu DAC, si 
l'on décrit sur DG un segment capable de l'angle DAC, le point F 
devra se trouver sur l'arc de ce segment ; ainsi l'intersection de cet 
arc avec la ligne A B fera connaître ta position du point F ; et selon 
qu'il y aura intersection réelle, ou seulement contact ^ le problême 
aura deux solutions ou une seule. 

« 

SYNTHÈSE. 

Menez AD , prenez D G de manière que )e rectangle AD x D G soit 
équivalent à l'espace donné, et sur DG décrivez un are capable de 
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Tangle DAC; cet arc rencontre AB en F, F'; EDF ou E'DF' est la 
droite cherchée. 

Car, d'après la construction, les triangles ADE et FDG sont sem- 
blables, et par conséquent A D:ED; :FD:DG; donc ED x DF= AD 
X A G = l'espace donné. 

Quand le cercle touche la droite AB, les points F et F' coïnci- 
dent, et le problême n'a qu'une solution. Dans ce cas, l'angle AFD 
ou BFD étant égal à DGF, est par conséquent égal à AED, et le 
triangle AFE est isocèle, donc AF = AE. 

PROPOSITION XX. 

PROBLÊME. ( Fig. ao et 20 (bis) ). 

Par un point donné , mener une droite qui détermine sur deux 
droites données, deux segments dont la somme soit égale à une 
longueur donnée. 

Soient AB, AG (y%. 20 et 20 (bis) ) des droites données, et D un 
point aussi donné, par lequel il faut faire passer une ligne EF, de 
manière que la somme des segments A E et A F, soit égale à O N. 

Le problême présente deux cas , celui 011 le point D est dans l'angle 
aigu formé par les droites données , et celui où il est hors de cet 
angle. 

Premier cas. Le point D,y^. 20, est dans l'angle BAC. 

ANALYSE. 

Menez les droites D G et D H respectivement parallèles aux droites 
AB et AC. 

Puisque le point D et les droites A B , A G sont donnés de position , 
le parallélogramme AGDH est déterminé. De plus, à cause de la 
similitude évidente des triangles £DG et DFH, £G:GD: :DH:HF, 
et par conséquent EGxHF = GDxDH. Mais GD et DH sont 



ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. 6y 

donnés, donc EGx HF lest aussi. Faites maintenant FK=EG, et 
lé rectangle H F x FK est connu; or la droite HK est donnée, puis- 
qu'elle est égale à HF+FK, c'est-à-dire à l'excès de AF+AE sur 
GD+DH;donc les segments HF, FK sont déterminés , et le point H 
étant donné, le point F ou F' et la droite cherchée EDF ou E'DF' 
sont connus. * 

SYNTHÈSE. 

Menez les parallèles DG et DH à AB et A G. Sur la ligne donnée 
ON somme des deux segments AE et A F, portez une distance OP 
= AG+AH, et faites HK=PN. Sur HK, comme diamètre , décri- 
vei une demi-circonférence ; menez à cette circonférence les tangentes 
H I et KL égales respectivement à AH et AG, tirez la droite IL, et 
élevez perpendiculairement sur elle, par les points où elle rencontre le 
cercle, la Kgne MF ou M' F'; E D F ou E'DF' est la droite demandée. 

Car, HIxKL==HFxFK (i), et conséquemment AHxAG 
= HFxFK. Mais par la similitude des triangles EGD etDHF, 

EGiGDou AHriDHou AG:HF, donc AHxAG = HFxEG;en 
comparant cette équation avec la précédente , il est évident que KF 
=EG. Puis donc que AG+AH = OP, et que HF+EG = HK 
= PN, il s'ensuit que AG-f-EG+AH+HF, ou AE+AF= ON. 
Deuxième cas. Le point D est hors de l'angle BAC. 

ANALYSE. 

« 

Menez DG (Jig. 6 bis ) parallèle à A B, et DH parallèle à AC, 
rencontrant AB prolongé en H. Les triangles EDG et DHF étant 
semblables, EG:DG :: DH:HF, d'où EGxHF =DGxDH; 
comme DG et DH sont données l'une et l'autre, il est clair que le 
rectangle EG x HF est connu. Si vous prenez maintenant FK 



(i) A cause des triangles semblables HIM, FKM*, on a la proportion , HI:HM 
::FK:KM. Comparant les deux triangles FHM,KLM, on a : HM:HF::KM:KL; 
de ces deux proportions, on tire Hf xKLrrHFxFK. 

//• Suppl. 8 
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= EG,HK se trouve égal à HF — EG=DG-i-AF — (DH—AE) 
= AF + AE— (DHxDG); dé-là il résulte que HK et le rect- 
angle HF X FK sont connus, et conséquemment que le point F est 
déterminé. 

Si D F'E' coupe les droites AB et A G de Tautre côté du sommet A, 
le problême se résout de la même manière. Lol similitude des triant 
gles E'D G et DF' H existant encore, E'G:D G : : D H:HF', donc E'G 
xHF' est connu, puisqu'il est égal à DGxDH. En prenant F'K' 
= E'G, il est évident que HK' =E'G— HF' = AE'+DH— (DG 
-^ AF' ) = AF+AE'+(DH — DG); ainsi la droite HK' et le rect- 
angle H F' x 1?^ K' sont connus, et il en est donc de même du point F', 

STNTHiSB. 

Prenez OP ou OP' égal à la différence des parallèles DH et DG, 
portez de part et d'autre du point H deux distances HKr = PN et 
HK' =P'N; sur HK et sur HK' décrivez des demi -circonférences, 
par H élevez la perpendiculaire HI égale à DG, et par K et K' les 
perpendiculaires KL et K'L' égales chacune à DH; tirez les droites 
IL et IL', et par les points M et M' où elles coupent les circonfé- 
rences, élevez à angles droits sur elles les lignes MF et M' F'; les 
droites DEF et DE' F' retrancheront sur AB et AC, deux segments 
qui, réunis, seront ëgaux à ON. 

Car,HFxFK = HIxKL = DGxDH = HFxEG; donc EG 
=FK. Ainsi HK=HF— EG=AF+AE— (DH— DG); et puisque 
HK = PN=ON— ( DH — DG) , il s'ensuit que AF-+-AE = ON. 

En raisonnant de la même manière , il est visible quç E' G=F'K', 
et que par conséquent HK'=E'G— HF'=AF'+AE'+(DH— DG). 
Mais HK' = F N' = O N+ ( DH — DG) , donc A F' -h AE' = O N. 

PROPOSITION XXI. 



A 



PROBLEME. 



Par un des sommets d'un quarré , Inener une droite telle que la 
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partie interceptée entre les deux côtes opposes du quarré soit égale 
à une ligne donnée* 

Soit ÂBGD (y^. ai) un quarré; il faut mener par son sommet Â 
une droite AEF, de manière que la portion EF interceptée entre 
les côtés CD et BiC ou leurs prolongements, soit d'une longueur 
donnée. 

ANALYSE. 

Menez F G perpendiculaire à AF, et par le point G où cette droite 
rencontre A B , menez sur B C prolongé la perpendiculaire G H ; tirez 
de plus la droite £ G. 

L'angle EFH est égal à FEC-hECF; comme il est aussi égal à 
EFG + GFH, il est évident que les angles ECF et EFG étant 
Tun et Fautre droits , les angles CE F et GFH sont égaux; les 
triangles AED et FGH sont donc égaux ^ puisqu'ils ont tous leurs 
angles respectivement égaux, et que le côté AD est égal à HG; 
il suitde-là que le côté AE est égal à F G. Mais les triangles EFG 
et EDG étant rectangles, EFH-FGr* = EG"' = lD^ + DG"% ou ce qui 
revient au même, EP+ AE^= ED'-I-DG'; or AE* = aID'H-ÊId^; donc 
eF+ad^+DÊ'=11^+D^; d'où EW^+ÂW^=T>G\ 

Par ce dernier résultat , il est clair que D G et conséquemment A G 
sont connus, puisque £ F et AD sont donnés; comme l'angle droit 
AFG doit avoir son sommet situé sur la demi «circonférence qui a 
pour diamètre A G, ce sommet F ou F' est déterminé par l'intersec- 
tion de ce cercle avec B H ; ainsi la droite A E F est connue. 

SYNTHÈSE. 

prenez AI égal à la ligne donnée , menez DI et prolongez AD jus- 
qu'en G d'une quantité égale à DI ; sur A G déctireï, nn demî-oerde, 
et par le point F ou F' de son intersectîoii afvec BC, menez leê 
droites AEF ou AFF; la partie extérieure EF àe cette ligne «t 

égale à AI. 

8. 
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Pour le démontrer tirez F G, E G, et menez la perpendiculaire G H 
sur BF. Il est évident que EF'-t-FG' = ED'+DG'; et comme FG est 
égal à AE, ÊP+n''=i= ÊD"'-|-DG^. Or TÊ* = AD^'+ËD^ et Dfr=Dr 
= AD'+ÂT; donc ET"+ÂD'4-ÊD'=:ÊlD>+AD'+Ar, et parconsé- 
quent EF = AL 

PROPOSITION XXII. 



PROBLEME. 



Etant donnés la base AC {fig- 22) d'un triangle, la hauteur BD et 
le rectangle des deux autres côtés, construire le triangle. 



ANALYSE. 



Par les trois sommets du triangle ABC , faites passer un cercle, et 
tirez le diamètre BF ainsi que les rayons A E et CE. Le rectangle 
donné ABxBC étant égal à BDxBF, à cause des triangles sem- 
blables ABD, BFC, ce second rectangle est également connu; et 
puisque la hauteur BD est donnée, le diamètre BF, et par suite les 
rayons A E , C E , sont déterminés. Mais la base A C étant donnée , les 
trois côtés du triangle AEC sont déterminés, et il en est de même 
par conséquent du centre E et du cercle ABC F. De plus, la distance 
du sommet B à la base étant donnée, il est clair que ce sommet 
doit être situé sur une parallèle à AC menée à cette distance-là ; Je 
point B est donc connu par l'intersection de cette parallèle avec la 
circonférence A B C F. 

SYNTHÈSE. 

Sur BD construisez un rectangle équivalent au rectangle donné 
BFxBD; formez sur AC le triangle AEC qui ait les côtés AE et 
CE égaux chacun à la moitié du grand côté de ce rectangle; du 
point ^E avec le rayon EA décrivez une circonférence de cercle; sur 
AC élevez une perpendiculaire DB égale à la- hauteur du triangle. 
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et par B menez à A C une parallèle qui rencontre la circonférence 
en B ou B' ; AB C est le triangle demande. 

Car d'abord sa hauteur est évidemment égale à la hauteur donnée, 
et de plus le rectangle AB x BC étant égal à BF x BD , est aussi égal 
au rectangle donné. 

PROPOSITION XXIII. 

PROBLEME. 

Etant données Thypothénuse d'un triangle rectangle, et la diffé- 
rence ou la somme des deux autres cotés , construire ce triangle. 

ANALYSE. 

Sur la base AB,y?^. aS, ou sur son prolongement, portez une 
distance BD ou BE, égale à la perpendiculaire BC; tirez CD ou CE. 

Les triangles CBD et CBE sont rectangles et isocèles, et par 
conséquent les angles D et E sont égaux chacun à un demi-angle 
droit. La somme A D des deux côtés A B et B C étant donnée , le 
point D et par conséquent la droite D C sont connus , puisque d'ail- 
leurs celle-ci fait avec D A un angle donné ; ou bien si c'est la diffé* 
rence AE des deux côtés qui est donnée , alors le point E est déterminé, 
et la droite EC est connue de grandeur et de position. Dans l'un et 
l'autre cas, puisque Thypothénuse AC est donnée, le point C doit 
se trouver sur l'arc de cercle décrit de A comme centre avec le rayon 
AC; ce point sera donc déterminé par l'intersection de ce cercle et 
de la droite CD ou CE. 

SYNTHÈSE. 

Prenez AD ou AE égale à la somme ou à la différence de A B et 
BC, menez D C ou EC faisant avec AD un angle égal à la moitié d'un 
angle droit; décrivez du point A comme centre et avec le rayon A C 
un cercle qui rencontre DÇ ou EC au point C^ et p^r ce point abais- 
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sez la perpendiculaire CB; le triangle ACB satisfait aux conditions 
du problême. 

Car les triangles rectangles CED et CEE sont évidemment iso- 
cèles, et par conséquent AD est égal à la somme, et AE à la diffé- 
rence des côtés AB , E G. 

PROPOSITION XXIV. 



PROBLÊME. 



Trouver la construction du pentagone régulier ou du décagone(i). 

I® Tout polygone r^ulier peut être inscf'it au cercle, et consé- 
quemment les angles formés au ce^itre par les rayons menés aux 
différents sommets de la figure, sont égaux chacun à la partie de 
quatre angles droits marquée par le nombre des côtés du polygone ; 
donc l'angle au centre d'un pentagone est la cinquième partie de 
quatre angles droits. Mais un angle dont le sonunet est à la circon- 
férence étant moitié de l'angle au centre dont les cotés coupent cette 
circonférence aux mêmes points , il est clair que l'angle au sommet 
du triangle isocèle formé dans le pentagone par des droites menées 
de l'un des angles du polygone aux extrémités du coté opposé, doit 
être la dixième partie de quatre angles droits. Or, si ce triangle 
était connu , le problême serait résolu puisque l'on connaîtrait l'angle 
au centre du pentagone; la question de l'inscription du pentagone 
est donc ramenée à celle de construire un triangle isocèle dont un 
des angles est égal au dixième de quatre droits , ou au cinquième de 
deux droits. 

2,^ Il suit de -là que les angles à la base de ce triante isocèle ^ 
doivent, réunis, être égaux au reste de deux angles droits, c'est-à-dire 
que chacun d'eux est les deux cinquièmes de deux droits. Le triangle 
cherché jouit donc de cette propriété , que chacun des angles à la 
base est double de l'angle au sommet. 

(i) Yoyez Géométrie de M. Legendre, dixième édition , page iii« 
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3® Cela posé soit ABC {figure !^^)^ un triangle isocèle, ayant 
les angles A et C doubles de l'angle B. Menez la droite CD qui coupe 
en deux parties égales l'angle ACB. L'angle B CD doit alors être égal 
à CBD, et par conséquent le côté CD est égal à BD. Mais, dans les 
triangles BAC et CAD, l'angle ABC est égal à ACD, l'angle CAB 
est commun, donc les angles restants BCA et CD A sont égaux; 
ainsi C D A est égal à C A D , et le côté A C est égal à C D. Les trois 
droites AC, CD et BD sont donc égales. De plus, puisque CD divise 
l'angle ACD en deux parties égales , BC:AC::AC:AD, ou bien AB. 
:BD;:BD:AD. Ainsi la droite AB est partagée au point D en 
moyenne et extrême raison, c'est-à-dire que le quarré de BD ou 
AC , base du triangle isocèle, est égal au rectangle* du côté ÀB et 
du segment restant AD. Il est évident par ce résultat que la diffi- 
culté de la question primitive est réduite à celle de partager une ligne 
en moyenne et extrême raison. 

4^ Maintenant soit proposé de partager la droite AB {fig. 24 bis) 
en. moyenne et extrême raison , c'est-à-dire de telle manière que BC* 
= B A X A C. Ajoutez aux deux membres de cette équation le rect- 
angle BAxBC, et Bë4-BAxBC = BÀxAC4-BAxBC, ou bien 
BC (BA-hBC ) = 5a^. Prolongez AB d'une quantité égale de B en 
D, il est évident que BC x CD = BD"'. Prenez le milieu de BD en Ej 
les droites CD et BC sont la somme et la différence de CE et B£; 
donc le rectangle CD x BC ou le quarré de BA est ^1 à l'excès du 
quarré de CE sur le quarré de BE; ainsi c1e^=BA'-I-BE'. Elevez la 
perpendiculaire BF = BA, et menez £F. Il est évident que eF 
=:=Fa"'+BE^, et conséquemment EF = CE; EF étant donné, CE et 
BC le sont donc aussi. 

La solution de ce problême rappelle une série des propositions les 
plus intéressantes de la Géométrie élémentaire (i). 

(i) Ou pent ajouter aussi que cette solution est très-propre à donner une idée 
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PROPOSITION XXV. 

PROBLEME. 

Trouver les conditions nécessaires pour la trisection de l'angle. 

Soit ABC {fig. âS ) un angle dont ABD est le tiers. Du sommet B 
comme centre et avec un rayon arbitraire , décrivez un cercle , menez 
DF parallèle à A B, joignez le point F au point C, et prolongez CF 
jusqu'à la rencontre de AB en G. 

ANALYSE. 

Puisque la corde DF est parallèle à AE, l'arc EF est égal à AD^ 
et par conséquent l'angle EBF est égal à ABD, c'est-à-dire qu'il est 
la moitié de l'angle DBC. Or ce dernier angle est double de. l'angle 
à la circonférence D F C ou de son égal B G F ; donc les angles B.G F 
et GBF sont égaux, et le triangle BFG est isocèle. 



exacte et nette du caractère qui distingue les solutions analytiques. On a vu d'abord 
que le problème de trouver Tangle au centre du pentagone, se réduisait à la construc- 
tion dun triangle isocèle dont les angles à la base sont doubles de Tangle au som« 
met ; ensuite , par une chaîne de raisonnements., la recherche de ce triangle a été 
ramenée à la division d'une ligne en moyenne et extrême raison. En&n cette der- 
nière question a été résolue toujours en suivant la même marche qui est d'aller 
continuellement du composé au simple. En supposant le problème résolu^ on exa- 
mine quelles sont les relations que cette hypothèse établit entre les données et les 
inconnues, et on combine ces relations en tendant constamment à les simplifier 
de plus en plus jnsqua ce qu'enfin on soit arrivé à une relation assez simple pour 
qu'on en puisse déduire la valeur des quantités cherchées par des moyens déjà 
connus. Tel est l'esprit de la méthode analytique quil faut bien distinguer des 
formules et des calculs mathématiques , quoique dans ces sortes de recherches l'ana- 
lyse soit employée d'une manière presque exclusive. Mais lanalyse n'est pas seule- 
ment applicable aux recherches relatives à la grandeur et à la durée; elle est aussi 
le meilleur moyen de parvenir à la vérité dans quelque genre de question que ce 
soit. 

( Note du traducteur f M. Gomtb. J 
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Ainsi la solution du problême proposé demanderait qu'on pût 

mener CFG, de manière que la partie extérieure F G fût égale au 

rayon du cercle. 

Autre solution. 

Soit l'angle ABD {fig. a5 bis)^ le tiers de l'angle ABC. Elevez la 
perpendiculaire D AC, achevez le rectangle BACE, prolongez les 
droites EC et BD jusqu'à ce qu'elles se rencontrent en F, et menez 
CG faisant l'angle FCG égal à GFC. 

■ 

A N A L Y s E« 

Les angles FCG et GFC étant égaux, le côté G F est égal à CG, 
et chacun des angles précédents est la moitié de Tangle extérieur 
CGB. Mais puisque l'angle CBA est triple de ABD, il s'ensuit que 
CBG est double de ABD ou de son égal CFG; ainsi l'angle CBG 
est égal à C G B , et le côté B C est égal à C G. De plus , si des angles 
droits EBA et F CD, vous retranchez les angles égaux ABD et 
FCG, les angles restants EBD et G CD seront égaux; Mais EBD 
= BDA = CDF; donc l'angle GCD est égal à G DC, et par consé- 
quent le côté GD est égal à GC. On voit par ce résultat que les 
quatre droites BC,GC, GDetGF sont toutes égales. Donc DF, 
segment extérieur de la ligne cherchée BF, est double de la diago- 
nalç BC du rectangle A BEC. 

Scholie. Telles sont donc les conditions finales desquelles dépend 
la trisection d'un angle. Mais de les accomplir en général , cela passe 
les forces de la Géométrie élémentaire. A la vérité , dans un très-petit 
nombre de cas particuliers, la trisection d'un angle peut s'effectuer 
en n'employant que la ligne droite et le cercle. Ainsi , lorsque l'angle 
proposé est la moitié d'un droit, le problême peut être résolu de 
la manière suivante. Prolongez BE {fig^ ^S ter)^ de manière que BH 
= 2 B C , menez A H , prolongez B A d'une quantité A I = A H , et 
//• Suppl. 9 
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sur BI décrivez un demi-cercle ; il sera rencontre en F par le prolon- 
gement de EC, et si vous tirez BF, l'angle ABF ainsi formé sera le 
tiers de ABC. 

Ce dernier résultat peut être démontré directement par un simple 
examen de la construction. Car BÏP = 4b(? = 8bâ7, et aP = FÏF 
+BÂ' = gWÂ}; donc AI = 3BA, BI = 4BA,et OI = aBA. Abais- 
sez maintenant la perpendiculaire FL, prolongez -la d'une égale 
quantité au-dessous de BI, et menez O F et O M. Il est évident 
que les droites OF et OM sont égales, et que FM = 2BA;or OF 
= OI = aB A ; donc OF — OM = FM = aBA ; donc le triangle 
FOM est équilatéral, et l'angle FOM est par conséquent les deux 
tiers d'un angle droit. Il suit de -là que l'angle FOL est le tiers 
d'un droit, et que ABF qui est évidenunent la moitié de FOL, 
est le sixième d'un droit. 

PROPOSITION XXVL 

PROBLEME. 

Déterminer les conditions auxquelles on doit satisfaire pour insérer 

■ 

deux moyennes proportionnelles (i) entre deux lignes données. 

Supposez que les côtés AB et AC (^. 26 ) du rectangle ABCD 

. . . ■ ~^^ . — . ■ - - ■ - ■ 

(i) On entend par moyennes proportionnelles entre deux lignes données, des 
lignes telles qu elles forment les moyens d'une proportion continue dent les ex- 
trêmes sont les lignes données. Si Ton appelle a: et y les deux droites chercliées , 
a et & les deux droites données , il faut qu'on ait 

Cette proportion fournit évidemment deux équations 

desquelles on peut déduire par l'élimination 

Si Ton suppose que& = aa, alors x^z=z*ià^ c^est«à-dire que le cube construit 
ayec la ligne cherchée est double de celui qui a pour arête la ligne donnée. Ainsi 
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soient les deux extrêmes d'une proportion continue qui a pour 
termes moyens DE et A G, en sorte qu'on ait AB:DE::DE:AG 

::AG:AC. 

ANALYSE. 

Menez CE et G G. Les triangles DCE et ACG sont semblables, 
car ils sont tous deux rectaogles, l'un en D, l'autre en A, et de plus 
AB ou CD:DÈ: : AG: AC; les angles DEC et ACG sont donc égaux, 
et par conséquent ECG forme une ligne droite. Tirez les diagonales 
BC, AD, et joignez leur intersection O avec les points E et G. 
Puisque les triangles BOD et BOA sont isocèles, o^ = OD'-4-BE 
xED(2), et ôG^ = ôÂ?H-BGxGA. Or,BG:BE;:GA:AC::ouDE 
:GA, donc BGxGA = BExDE; de plus OA = OD, ainsi OE 
=OG,et le point O est également distant des points E et G. Il résulte 
de-là que si on circonscrivait un cercle au rectangle donné , le seg- 
ment intercepté E C serait égal à G H. 

Première solution. 

Le problême sera donc résolu si l'on peut mener par le point C 
une droite ECG telle que la distance O E soit égale à O G , ou que 
les parties EC, GH, extérieures au cercle, soient égales. 

Deuxième solution. 

La première partie de la construction restant la même, et après 
avoir démontré que le rectangle B E x E D est égal B G x G A, partagez 

le problème de la duplication du cube n'est quun cas particulier de la question 
qui nous occupe. En général il ne peut pas être résolu avec la règle et le com- 
pas ; mais on en peut avoir une solution numérique aussi approchée qu'on le désire , 
et cette solution peut être construite par l'intersection des deux paraboles qui ont 
pour équations o:' = o/, ^* = a a x. 

(2) Ayant abaissé la perpendiculaire 01 sur BD, on a Ô£'=5î*4-rE"; 
OD* = OÏ*+rD'; donc 5Ê' = OD" + n' — rD' = OD' + (IE+ID) (lE— ID) 
= ÔD' + BExED. 
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BD en deux parties égales au point F {Jig. 2,6 bis); il est évident que 
BE X ED+DP ou ET" =B G X GA+DP. Construisez maintenant sur 
AB le triangle isocèle BKA^ dont les côtés KB, KA soient égaux 
chacun à DF, et menez la droite GK; alors BGxGA+AK? = GTr' 
et conséquemmment GK = EF. Mais par hypothèse, AB:DE; ; DE 
:GA:;GA:AC,donc AB:GA::DE:AÇ,ou 2AB:GA;:2DE:AC^ 
si vous tirez la ligne G F et que vous la prolongiez jusqu'à la ren- 
contre de A B en L, le triangle BKL ainsi formé sera égal à CFD, 
et CD ou AB = BL. Ainsi AL:GA: ::aDE:AC ou BD, ou:;DE 
:|BD; il suit de-là que GL:GA::EF:DF. Tirez la droite LK, 
et menez-lui la parallèle AM; alors GL:GA::GK:GM, d'où EF 
DF::GK:GM; mais CF = GK, donc DF=GM. Il suit de ce 
résultat que la droite LK et sa parallèle A M sont connues de posi- 
tion , puisque les points F, L et K sont évidemment donnés. 

Le problême se trouve donc réduit à mener par le point K une 
droite K M G , telle que la partie M G interceptée entre A M et B A 
prolongé soit égale à la moitié du côté donné AC. 

Troisié?ne solution. 

Supposez toujours que les deux lignes à angles droits AB et AC 
{/ig.t^Gter) soient les extrêmes de la proportion continue; prenez sur 
les prolongements de A C et de A B deux points D , E tels que A B 
:AD:;AD:AE::AE:AC. Alors a1= = AD xAC; donc le point E 
se trouve sur la demi-circonférence dont C D est le diamètre. Menez 
DE, prolongez DB jusqu'à la circonférence, et élevez le rayon IF 
perpendiculairement sur DC. Puisque AB:AD;:AD:AE, et que 
l'angle DAE est commun aux' deux triangles B AD et DAE, ces 
triangles sont semblables; par conséquent l'angle A DB est égal à 
AED, et l'arc CG est égal à DE ; d'oii il suit que l'arc F G est égal 
à FE, et que le segment IH du diamètre est égal à lA, ou que l'o- 
blique GL est égale à LB. 
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La solution da problême dépend donc de la condition que GD ait 
son segment GL égale à LB/ou que les perpendiculaires E A et G H 
soient également distantes du centre. Le rapport de Kl à IC est 
évidemment le même que celui de A B à A G. Par conséquent après 
avoir décrit un demi-cercle du rayon I C , si Ton pouvait mener par 
le point B une droite BD, telle que la partie BG de cette droite 
comprise entre la circonférence et la ligne CKM tirée par l'autre 
extrémité du diamètre, fût partagée en deux parties égales par le 
rayon IF, le problême serait résolu; car si l'on prend AN = AD, et 
que l'on tire C N rencontrant IF en O ,, il est manifeste , d'après ce 
qui précède, que les droites IK, lO, IL, et IC forment une propor- 
tion continue. 

PROPOSITION XXVIL 

Le problême suivant étant supposé résolu , si l'on a (fig. 27 ) : 
3âg"'=â1^-v1b'*4-eF; l'angle CEGdu triangle CEG est déterminé. 

PROBLÊME. 

Dans le demi-cercle ABD {/ig. 27 ), la demi-corde EF et lé rayon 
CD étant à angles droits sur AB, on propose de mener la droite 
AG, de telle manière que 3ÂG* = Â¥"-hEF+ÊP. 

Solution. 

Inscrivez dans le cercle une corde BH égale au rayon, tirez AH, 
et menez à cette droite la parallèle EG qui rencontre CD en G; 
alors si vous menez AG, 3 AG"' sera égal à AE'4-EP+EB'. 

En effet les triangles AHB et ECG étant évidemment semblables, 
AB:BH:;EG:CG; mais AB = iaBH, donc EG=2CG. Ainsi ÈG'- 
== 400*, et ïïô = 3 CG* ; par conséquent 3 ÂG» = 3âC'H-ëG' = a ac» 

+iiÊC?+^* — Êc\ Maintenant à cause de AC = ^^^tA5etEC= 

EB — AE ^ 

-,aAC'+2EC-=AE«4-EB',etAC'— EC' = EF',donc3AG^ 
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AE'+EF^+EB'. 
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PROPOSITION XXVIII. 

Si Tun des angles d'un triangle est donné, Texcès du quarré de la 
somme des côtes qui comprennent cet angle, sur le quarré de la base, 
a un rapport déterminé avec Taire du triangle. ' 

Soit ABC {fig. a8) un triangle dont le côté AB est prolongé d'une 
quantité B D = B C ; l'excès du quarré de A D sur celui de A C est 
dans un rapport déterminé avec l'aire du triangle. 

ANALYSE. 

Menez A E parallèle à B C , et rencontrant C D prolongé en E ; du 
point B abaissez la perpendiculaire B F, et tirez la droite BE. 

Le triangle CBD étant isocèle, l'angle CDB est égal à DCB, et 
par conséquent à CEA; le triangle DAE est donc aussi isocèle. Il 
s'ensuit que AD^ = AC?4-DCxCE, ou Âï? — AG^ = DCxCE. De 
plus puisque AE est parallèle à BC, le triangle ABd est équivalent 
à EBG, c'est-à-dire à la moitié du rectangle BF xCE. Conséquem- 
ment l'excès du quarré de AD sur le quarré de AC est à l'aire du 
triangle AB C , comme DCxCEestà|BFxCE,ou comme D C est 
à 7 BF, ou bien encore comme 4DF est à BF. Mais l'angle donné 
ABC étant égal àCDB-i-BCD, est double de chacun de ces angles; 
donc l'angle BDF est connu; d'où il résulte que le triangle rectangle 
BDF est déterminé d'espèce, et que le rapport de DF à BF est 
connu : il en est donc de même du rapport de 4DF à BF, ou de 
l'excès du quarré de AD sur celui de AG à l'aire du triangle. 

SYNTHÈSE. 

En conservant la même construction , il est clair que D C x C E 
:BF X CE: :DC:BF, mais DC x CE = ÂD^ — A(?, et BF x CE est le 
double de l'aire du triangle ABC; donc aDC est à BP, comme 
l'excès du quarré de AD sur le quarré de AC est à Faire du triangle 
ABC 
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LIVRE II. 



DÉFINITION. 

Une quantité variable qui dérive d'une quantité constante^ ou qui 
en dépend par quelque relation assujétie à une loi déterminée, est 
renfermée nécessairement entre certaines limites extrêmes. Quand 
elle a acquis la plus grande valeur possible, on dit qu'elle a atteint 
son maximum; et quand elle se resserre dans ses plus petites dimen- 
sions, elle est à l'état de minimum. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 



PROBLEME* 



Par un point donné, mener une droite qui intercepte sur deux 
parallèles données, des segments qui .aient entre eux un rapport 
donné. 

Soient A B et CD {fig. i^pl. 2) deux parallèles sur chacune des- 
quelles on fixe un point P et O; il faut mener, par un autre point 
donné E, uiie droite EF telle que PG soit à OF dans un rapport 
donné. 

ANALYSE* 

Menez PO, et prolongez cette droite jusqu'à sa rencontre avec 
EF en I. 

Puisque PG et OF sont parallèles, PI:OI; :PG:OF, mais le rap- 
port de PG à OF est donné; celui de PI à 01 et celui de PO à 
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O I le sont donc aussi , d'où il suit que O I et le point I sont connus , 
puisque PO est donné, donc lEF et les segments PG et OG sont 
détermines. 

SYNTHÈSE. 

Prenez PK = M et OL=:N, tirez les droites KL, PO, et pro- 
longez-les jusqu'à leur point de concours I; joignez ce point avec E 
par la droite lEF; PG et OF sont les segments cherchés. 

Car les parallèles A B et C D étant coupées en parties proportion- 
nelles par les droites I K , I P et I G , le rapport de PG à OF est égal 
à celui de KP à OL ou de M à N. 

Si ]VJ= N , le point I se trouve situé à Finfini, et EF devient évi- 
demment parallèle à OP. 

Si les droites KL et PO concourent au point donné E, le pro- 
blême est indéterminé , c'est-à-dire qu'il admet une infinité de solu- 
tions; et en effet, dans ce cas, les segments PG et OF interceptés 
par une ligne quelconque passant au point E, sont dans le rapport 

donné. 

PROPOSITION IL 



PROBLEME. 



Deux droites qui se coupent étant données de position, mener, 
par un point donné , une droite qui détermine sur elles des segments 
dont le rapport soit égal à un rapport donné. 

Soit proposé de mener par le point D {^fig* li), la droite EDF 
telle que AE soit à AF comme M est à N. 



ANALYSE. 



Par D menez à AE la parallèle DG, qui rencontre AC ou son 
prolongement en G. 

Les triangles EAF et DGF étant semblables, AE:AF: ;GD:GF; 
mais le rapport de AE à AF est donné, celui de GD à GF l'est 
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donc aussi. Et puisque G D et le point G sont évidemment connus^ 
il en est de même de G F et du point F. 



SYNTHÈSE. 



Sur AB et AC prenez des distances AK=M, etAL = N, tirez 
K L et menez par le point D à cette droite la parallèle D E F ; A E 
et AF sont les segments demandés. 

Car les parallèles E F et KL coupent en parties proportionnelles 

les droites AB et AC, et le rapport de AE à AF est le même que 

- • 

celui de AK à AL ou de M à N. 

PROPOSITION IIL 

PEOBLÊME. 

Deux droites qui se coupent étant données ^ mener par un point 
donné une droite qui détermine sur chacune d'elles des segments 
qui aient un rapport donné; ces segnœnts étant comptés, pour la 
première à partir du point de concours, et pour la seconde à partir 
d'un point donné. 

Soient AB et AC {fig. 3) deux droites qui se coupent; il faut, 
par le point D, mener EDF de manière que AE soit à OF comme 
M est à N. 

ANALYSE. 

N 

Menez DG parallèle à AE, et rencontrant AC ou son prolonge- 
ment en G; prenez un point H tel que AE:GD: ;OF:OH. Le rap- 
port de AE à OF étant connu, celui dé GD à OH Test donc aussi; 
et puisque G D et le point O sont donnés, il en est de même de OH 
et dû point H. A cause des parallèles D Get AE, AE:GD : : AF:GF, 
donc OF:OH::AF:GF; doii il suit que FH:OH::AG:GF, et 
GFxFH=AGx OH. Mais AG et OH sont tous deux connus, 
donc le rectangle des segments G F et F H dont la. différence est 
//• SuppL lo 
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connue, est détermine; le point F et la droite £D le sont donc 
aussi. 

SYNTHÈSE, 

Prenez le point H de manière que G D : OH : ; M : N , et cherchez sur 
GH prolongé un point F tel que le rectangle GFxFH soit égal à 
AG X OH; menez EDF, et les segments AE, OF sont dans le rapport 
de M àN-CarGFxFH = AGxOH, donc FH:OH::AG:GF, et 
OF:OH : : AF:GF; mais AE:GD: : AF:GF, par conséquent AE:OF 
::GD:OH, c'est-à-dire: :M:N. 

PROPOSITION IV, 

PROBLEME. 

Deux droites qui se coupent étant données^ mener par un point 
donné une ligne telle que les distances des points où elle rencontre 
les deux premières à deiix autres points donnés sur celles-ci , soient 
dans un rapport également donné. 

Soient A B , A C i^fig- 4 ) deux droites qui se coupent ; il est ques* 
tion de mener par le point D la droite EDF de manière que PE 
soit à O F comme M est à N , les points P et O étant donnés. 

ANALYSE. 

Tirez DP qui rencontre AC en I , et par le point I, menez IK pa- 
rallèle à AB, qui cofipe EF en K. 

Puisque les points P et D sont donnés^ la droite PD est donnée 
de position , et par conséquent le point I et la droite I K sont éga-- 
lement déterminés. Mais P E : I K : : P D : I D , donc le rapport de PE 
à IK est connu <, puisque PD et ID sont données; d ailleurs le rap- 
port de PE à O F étant donné, celui de IK à OF Test aussi; donc 
au moyen de la proposition précédente, la position de la droite EDF 
sera déterminée. 



f 
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SYNTHÈSE* 

Tirez PD et menez IK parallèle à AB; prenez une ligne IK=L 
telle que le rapport de M à L soit égal à celui de PD à I D, et menez, 
par la proposition précédente, la droite KDF de telle manière que 
IK soit à O F comme L est à N ; alors PE et OF seront les segments 
cherchés. 

Car PE:IK::PD:ID::M:L, et IK:OF;:L:N; donc PE:OF 

::M:N. 

PROPOSITION V. 



PROBLEME. 



Etant donné deux parallèles et une droite qui les coupe , mener , 
par un point de cette sécante , une autre droite telle que les segments 
interceptés sur les parallèles entre elle et la sécante, forment un 
rectangle donné. 

Soient AB, CD deux parallèles {^fig* i5), et OPG une sécante; 
on propose de mener par le point G, la droite GFE qui intercepte 
deux segments 0£ et PF, dont le rectangle soit égal à un rectangle 
donné. 

ANALYSE. 

Puisque AB et CD sont parallèles, GO:GP: :OE:PF, et par consé- 
quent GO:GP; :ô&:PF x OE; or GO et GP sont donnés, donc le 
rapport de ÔTÊ" à PF x O E Test aussi; mais le rectangle PF x O E est 
également donné, d'où il suit que le quai*ré de OE, et OË lui-même 
sont déterminés. 

SYNTHESE. 

Portez sur GO de G en I une moyenne proportionnelle entre GO 
et GP, menez IK parallèle à AB et CD, et faites cette droite IK 
d'une longueur telle que son quarré équi vaille au rectangle donné; 
tirez la droite EKFG , c'^est la ligne demandée. 

lO. 
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Car les droites OE, I K et P F éunt parallèles, O G: IG : : OE:IK, 
et PG:1G;;PF:IK; en multipliant ces proportions par ordre, on 
en déduit que OGxPG:rG^::OExPF:î^,mais OGxPG = fG"', 
doncOExPF=ïl^. 

PROPOSITION VL 



PROBLEM B 



Par un point donné, mener une droite qui intercepte sur deux 
parallèles données , et à partir de deux points donnés deux segments 
dont le rectangle soit égal à un rectangle donné. 

Soient A B et CD {fig. &tpl. 2 ) deux parallèles sur lesquelles on 
donne les points O et P; il est question de mener par le point G 
une droite GFE, telle que les segments OE et PF forment un 
rectangle donné. 

ANALYSE. 

Menez GO et GP qui rencontrent CD et AB en I et H. Ces 
deux points sont connus, puisque les points P, O et G étant donnés, 
les droites GIO et GPH sont données de position. Comme AB est 
parallèle à CD, il est clair que G P: G H; :PF:HE, ou ce qui revient 
au même GP:GH::PFxOE:HExOR Maintenant GP et GH 
étant donnés, leur rapport Test aussi; il en est donc de même du 
rapport de PFxOEàHExOE;le premier de ces deux rectangles 
étant donnés, le second est donc connu; comme de plus la diffé- 
rence de H E à O E est donnée , il est évident que le point E est dé- 
terminé, et conséquemment la droite cherchée EFG. 

SYNTHÈSE. 

Menez GO et GP; Portez de H en K tme droite HK qui forme 

avec GP un rectangle égal au rectangle donné ; cherchez ensuite sur 

' le prolongement de HO un point E tel que le rectangle HExOE 

soit égal à H G X H K ; la droite qui joint ce point au point G, est la 

droite cherchée. 
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Car HE:PF;:HG:GP, d'où HExOE:PFxOE;;HGxHK 
:QPxHK; mais par construction le rectangle HExOE est égal à 
GH X HK, donc PF x OE est égal à GP x HK, c'est-à-dire au rect- 
angle donné. 

PROPOSITION VIL 



PROBLÈME. 



Deux droites qui se coupent e'tant données , mener , par un point 
donné , une troisième droite telle que les segments qu'elle détermine 
sur elles à partir de leur point de concours^ torment un reccair^i^ 
donné. 

Soient AB et AC {fig* 7 ) les deux lignes données; on propose de 
mener, par le point D, la droite DFE de manière que le rectan^e 
des segments A E , A F, soit égal à un rectangle donné. 



ANALYSE. 



Menez HD parallèle à AB, et prenez le point I de manière que 
DHxAIéquivaille au rectangle donné. 

Puisque AE X AF = DH x AI , AE:DH: : AI; AF, mais d'un autre 
côté, AE:DM::AF:FH, donc AF:FH::AI:AF, d'où il résulte que 
AH:AF::IF:AI,et par conséquent AHxAI = AFxJF. Or AH 
et DH sont au nombre des données; donc AI est connu, ainsi que 
le rectangle A F x IF. La question se réduit donc à partager au point F 
la ligne donnée AI de manière que le rectangle des deux segments 
soit équivalent à un rectangle donné , problême qui a déjà été résolu. 



SYNTHESE. 



Menez DH parallèle à AB, déterminez le point I par la condition 

que D H X A I soit égal au rectangle donné , et divisez A I de manière 

que le rectangle des segments A F, F I , équivaille au rectangle A I 

X AH; EDF est la droite cherchée. Car par construction AFxIF 

= AIxAH, donc AH:AF;:IF:AI, d'où AF:FH::AI:AF; mais. 
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d'ailleurs, AF:FH:;AE:DH, par conséquent AE;DH;;AI:AF, et 
AExAF=DHxAL 

PROPOSITION VIII. 

mOBLEME. 

Par un point donné, mener une droite telle que par son inter- 
section avec deux droites données qui se coupent , elle forme un 

triangle d'une aire donnée. 

Soit prnprfccû A^ rv^.>«.o» pojp Ip point D (./^. 8 ), la droite EDF 
qui coupe les droites AD, AC de manière que le triangle AEF soit 
équivalent à un espace donné. 

ANALYSE. 

Menez DH parallèle à AB, abaissez sur A G les deux perpendicu- 
laires ES et DT, et prenez le point I de manière qu'un triangle qui 
aurait AI pour base et DT pour hauteur, fût équivalent à l'espace 
donné. 

Pmsque les rectangles ESxAF et DTxAI sont chacun double 
des triangles AEF et ADI, ils sont équivalents, et par conséquent 
ES:DT; ; AI:AF. Mais les triangles A ES et HDT étant évidemment 
semblables, AE:HD:;ES:DT, d'où AE:HD:;AI:AF et AEx AF 
=HD X AI. Maintenant H D et conséquemment AI sont donnés; donc 
le rectangle A E x AF est connu , et, par la dernière proposition, on 
peut déterminer la droite EDF. 

SYNTHESE. 

Menez DH parallèle à A B,. abaissez la perpendiculaire DT, parta- 
gez-la en deux portions égales au point R, et prenez Aï .de façon que 
le rectangle DRx AI soit équivalent à l'espace donné; ensuite, par 
la proposition précédente, menez EDF telle que le rectangle AE 
X A F équivaille à DH x A I. 

Ayant abaissé la perpendiculaire ES dont Q est le milieu, il est 
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clair que les triangles AES et HDT sont semblables; donc ÂE x A F 
:DHxAI::QSxAF:RTxAI;mais le rectangle AExAF = HD 
X AI, par conséquent QS'xAF = RTxAI, ce qui démontre que le 
triangle A E F est équivalent à l'espace donné. 

Ce problême est susceptible d'une construction simple-, dans le 
cas où le point D se trouve dans l'angle aigu formé par les droites 
AB et AC. En eflfet menez DG parallèle à AC, et faites le parallé- 
logramme AGKI équivalent à l'espace donné. 

Puisque le parallélogramme A G K I et le triangle A E F sont équi- 
valents, si vous les retranchez l'un et l'autre du polygone AEDKLF, 
les triangles restants GED+ILF d'une part, et DLK de l'autre, 
seront équivalents ; mais ces triangles supplémentaires étant formés 
par des lignes parallèles, sont évidemment semblables, et par consé- 
quent GD et IF étant les côtés d'un triangle rectangle, DK en sera 
l'hypothénuse , puisque les aires des triangles semblables sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues ; donc G D*-+-rF*= DK*, 
ou TP = nv — AÎP. Or AH et H I sont donn^, donc IF est dé- 
terminé. 

SYNTHESE, 

Construisez le parallélogramme A G K I équivalent à l'espace donné, 
menez D H parallèle à A B , sur H I décrivez un demi - cercle dans 
lequel vous porterez la corde H M égale à AH, menez IM, et faites 
IF ou IF' = IM ; EDF ou E'DF' est la base du triangle cherché. 

En effet, le triangle H M I étant rectangle , il est clair que nF=HM' 
-hÏMF, ou bien DK> = GD'4-ITs de ce résultat et de la similitude 
évidente des triangles DLK, GED, et IL F, ou DL'K, GE'D, 
IL' F', on déduit que le triangle DLK est équivalent à la somme 
des triangles GED et ILF, ou DL'K' à celle des triangles GE'D et 
IL F'. En ajoutant de part et d'autre l'excès du parallélogramime AK 
sur le triangle DLK, il en résulte que le triangle AÊF ou AE'F' est 
équivalent au parallélogramme A K , c'est-à-dire à l'espace donné. 
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PROPOSITION IX. 



PROBLEME. 



Deux 'droites qui se coupent étant données, mener par un point 
donné une autre droite qui détermine sur elles deux segments dont 
le rectangle soit égal à un rectangle donné; ces segments étant 
comptés, l'un à partir du point d'intersection des droites données, et 
l'autre à partir d'un point fixe sur l'une de ces droites. 

Soit proposé de mener ED F (y?^. 9 )^ de manière que le rectangle 
Â£ X O F, soit égal à un rectangle donné. 



ANALYSE. 



Menez DH parallèle à AB, et prenez 01 de façon que le rectangle 
D H X O I , équivaille à Tespace donné ; O I et le point I sont par 
conséquent donnés. Et puisque AExOF = DHxOI, il s'ensuit 
que AE:DH:;OI:OF;mais d'un autre côté, AE:DH::AF;FH, 
donc AF:FH::OI:OF. De cette proportion il résulte que AF:AH 
::OI:FI,et que AFxFI = AHxOI; Ainsi AI et le rectangle de 
ses segments A F, FI, sont donnés ; donc on peut déterminer le point 
F, et par conséquent la droite EDF. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir mené D H parallèle à A B , et avoir fait le rectangle 
BiHxOI équivalent à l'espace donné, partagez AI en F ou en F\ 
de telle manière que le rectangle de ses parties soit égal à A H x O I ; 
PDF, ou Ç'DF', sera la ligne cherchée. En effet, AFxFI étant 
égal à AH X 01, il en résulte que AF:AH::OI:IF, d'où AF:FH 
OI:OF; mais d'ailleurs, AF:FH::AE: DH , donc AE:DH 
OI: OF; ainsi le rectangle AE x OF est égal à DH x 01 , c'est-à- 
dire au rectangle donné. 
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PROPOSITION X. 

PROBLÊME. 

Deux droites qui se coupent étant données , ainsi qu'un point sur 
chacune d'elles, mener, par un autre point donnée une troisième 
ligne qui détermine sur les deux premières , et à partir de chacun 
des points donnés sur elles , des segments dont le rectangle soit égal 
à un espace donné. 

Soit proposé de mener ED F (Jiff. lo ) de manière que le rectangle 
OF X P£ équivaille à un rectangle donné. 

ANALYSE. 

Menez la droite D O , et par le point de son intersection avec AB , 
menez QR parallèle à AC. 

Puisque DO:DQ::OF:QR, il s'ensuit que DO:DQ;:OFxPE 
:QR X PE; mais DO et DQ sont évidemment donnés, il en est donc 
ainsi du rapport de OF xPE à QRxPE; le premier de ces rectan- 
gles étant donné, le second est donc déterminé. Si l'on observe de 
plus que la droite QR étant parallèle à AC^ elle est déterminée de 
position, on verra que le problême revient à celui que nous avons 
résolu en dernier lieu. 

SYNTHÈSE. 

Tirez la droite D Q O , menez à A G les parallèles D H et Q R , et 
prolongez DH en S jusqu'à la rencontre de OS, parallèle à AB 
menée par le point O ; ensuite prenez P I de manière que le rect- 
angle D S X P I équivaille à l'aire donnée , et cherchez , par la der- 
nière proposition IX, un point E sur le prolongement de PI, qui. soit 
tel que QR x PE soit égal àDHxPI;EFDestla droite cherchée. 
Car, DQ:DO::DH:DS::QR:OF, donc DHxPI:DSxPr::PE 
xQRrPExOF; mais DHxPI =PExQR, par conséquent le 
//' Suppl. II 
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rectangle DS xPI, c'est-à-dire l'espace donné équivaut au rectangle 

PExOF. 

PROPOSITION XL 



PROBLEME. 



Partager une ligne donnée en deux portions telles que le quarré 
construit sur l'une soit équivalent au rectangle construit avec l'autre 
et avec une ligne donnée. 

Soit proposé, ^g'. ii, de partager AB au point C,de manière 
que le rectangle G x AC équivaille au quarré de CB. 



ANALYSE. 



Prenez BD = G, et puisque AC x G = CB*, il est clair qçie AC 
:CB::CB:BD;doncAB:CB:;CD:BD,d'oiiABxBD = CBxCD. 
Le rectangle AB x BD est donné, donc il en est de même de CB x CD; 
comme de plus la ligne BD est donnée, il est évident qu'on pourra 
déterminer la position du point C , ( voyez proposition XIII , livre 
F% page 46 )• 

SYNTHESE. 

Après avoir fait BD = G, déterminez un point C tel que le rect- 
angle C B X C D soit équivalent à A B x B D ; G sera le point de division 
cherché. Car on aura évidemment AB:CB::CD:BD, d'où AC:CB 
::CB:BD,etAC. BD = cF. 

PROPOSITION XIL 



PROBLEME. 



_ » 

Diviser une ligne donnée en deux portions telles que le quarré 
de la première soit dans un rapport donné avec le rectangle construit 
sur la seconde et sur une droite donnée. 

Soit proposé de déterminer sur AB {/ig*S) un point C tel que 
AC X G soit à CB* comme M est à N. ^ 
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ANALYSE* 

Prenez une quatrième proportionnelle H aux droites données M ^ 
N, G. Vous aurez alors ACxG:cB*::G:H^ donc cl' = ACxH. 
Ainsi le problême est ramené au précédent. 

SYNtHÈSE. 

Ayant pris la ligne H comme ci-dessus , divisez A B par la dernière 
proposition , de façon que AC x H soit égal à OB'. Il est clair qu^alors 

ACxG:c¥'::M:N;car ACxG:ACxHoucF;;G:Hou;:M:N. 

PROPOSITION XIIL 

PROBLEME. 

Etant donnés trois points sur une même ligne droite, on propose 
d'en trouver un quatrième tel que le rectangle fait avec sa distance 
au premier point et une ligne donnée, soit équivalent à celui qui 
aurait pour côtés ses distances aux deux autres points. 

Il est question de trouve^ un point D {fig. i3 ) tel que AD k G 
= CDxBD. 

ANALYSE. 

Faites BE = G ; puisque AD x G == C B x BD, il s'ensuit que A D 
:CB::BD:BE,d'où AC:CD::DE:BE, et ACxBE = CDxDE. 
Le rectangle ÀCxBE étant évidemment donné, il en est de même 
pour celui des segments CD, DE dont la différence G fi est aussi 
connue. Par conséquent le point t) est déterminé. 

SYNTHÈSE. 

# 

Après avoir fait BE = G, partagez CE eh D de manière que CD 
X DE = AC X BE; D est le point cherché. 
CarAC:CD;:DË:BE,d'oiiAD:CD::BD;BE,et ADkBÉ ou 

ADxG=CDxBD. 

II. 
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PROPOSITION XIV. 



PROBLÊME. 



Etant donnés trois points sur une même ligne droite, on propose 
d'en trouver un quatrième tel que le rectangle fait avec sa distance 
au premier point et une ligne donnée soit dans un rapport donne 
avec celui qui aurait pour côtes ses distances aux deux autres points. 

Il est question de trouver un point D {fig* 1 4 ) tel que A D x G 
soit à CD X BD comme M est à N. (i). 



ANALYSE. 



Prenez une ligne H quatrième proportionnelle à M, N, G, vous 
aurez AD x G:CDxBD:;G:H, et par conséquent ADxH = CD 
X B D ; maintenant le point D sera déterminé par la proposition pré- 
cédente. 

SYNTHÈSE. 

Ayant pris H comme ci-dessus , cherchez par la dernière proposir 
tion un point D tel que CD x BDi=AD x H; ce sera le point cherché; 
puisque AD X G: AD X H ou CD X BD: :G:H ou: :M:N. 

PROPOSITION XV. 

■ » 

PROBLEME. 

Etant donnés trois points sur une même ligne droite ^ on propose 
.d'en trouver un quatrième tel que le quarré de sa distance au pre- 
mier soit égal au rectangle de ses distances aux^ux autres. 

Il faut trouver un point D {fig. i5 ) tel que AD' = CD x BD. 

Premier cas. Quand le point D est entre A et B. 

ANALYSE. 

Puisque AD? = CD x B D , il s'ensuit que CD:AD: ; AD:BD, d'où 

(i) Le lecteur est prié de faire les figures relatires aux propositions i4 et x5. 
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AC:AD:;AB:BD, ou bien AC:AB::AD:BD. Mais le rapport de 
AC à AB étant donne, celui de AD à BD Test également; comme 
d'ailleurs AB est donné, il est facile de déterminer le point D. 



SYNTHÈSE. 



Divisez AB en deux parties qui soient entre elles dans le rapport 
de A C à A B , et le point de division D satisfera aux conditions du 
problême. 

Deuxième cas. Quand le point D est entre B et C (^. 1 5 ). 



ANALYSE. 



Faites DE= AD, et puisque ÂD* = CD x BD, il est clair que CD 
:AD ou DE;:AD:BD, et par conséquent CE:DE;:AB:BD ou 
CE:AB::DE:BD::2DE ou AE:2BD, ou bien encore CE:AB 
;;CE+AE ou ACrAB+aBD ouBE, et conséquemment CExBE 
= ABxAC. Le second de ces rectangles étant donné, ïe premier 
l'est pareillement, et puisque d'ailleurs BC est connu, il est facile 
de déterminer le point E, et par suite le point D milieu de AE. 



synthèse. 



Partagez B C au point E en deux portions telles que C E x B E 
= ABx AC, et prenez le milieu D de AE; vous aurez alors T^ 
= CDxBD. 

En effet, puisque CExBE = ABxAC, il est évident que CE 
:AB:;AC:BE,d'oùCE:AB::AE:2BDou:;DE:BD;ainsienchan- 
géant l'ordre des moyens, CE:DE:;AB:BD, et par conséquent 
CDrDE ou AD::AD:BD;donc enfin CDxBD = ÂD^. 

Ce dernier cas est évidemment sujet à une limite au-delà de laquelle 

le problême deviendrait impossible; car le rectangle ABx AC étant 

égal, par construction, au rectangle CE x BE, il ne doit pas excéder 

, la plus grande valeur dont ce dernier est susceptible , c'est-à-dire le 
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quarré de 7 B C. La limite a donc lieu quand le point E coïncide 
avec O milieu de BC; alors il arrive que AB x AC = BO' ou bien 
que AB X A C+BCF = 2B0' = AO*; par conséquent AO est la diago^ 
nale du quarré décrit sur BO. Dans ce cas, ABiBClll/â — i:a 
ou ;: 1:2+1/8; c'est-à-dire que le rapport de AB à BG est à son 
maximum^ lorsqu'il est égal au rapport de la moitié du côté d'un 
quarré à la somme de ce côté et de la diagonale. 

PROPOSITION XVI. 

PROBLÊME. 

Etant donnés trois points sur une même ligne droite , on propose 
d'en trouver un quatrième tel que le quarré de sa distance au pre- 
mier point soit dans un rapport donné avec le rectangle de ses 
distances aux deux autres. 

Soit proposé de trouver un point D {fig. 16 ) tel que AD* soit à 
CD X DB dans le rapport de M à N. 

Premier cas. Quand le point D est entre A et B* 

ANALYSE. 

Sur BC décrivez un demi-cercle, et menez -lui la tangente DE; 
alors DE* = CD x DB, et par conséquent le quarré de AD est à celui 
de DE dans le rapport donné de M à N. Menez le rayon EF, et 
prolongez ED jusqu'en G à la rencontre d'une perpendiculaire A G 
sur AC. Les triangles ADG et EDF ainsi formés sont évidem- 
ment semblables, et AD:DE::AG:EF; le rapport de AD à DE 
étant connu , celui de A G à £ F Test pareillement , et puisque le 
rayon EF est donné, A G et le point G sont déterminés; donc la 
tangente GE et son intersection D avec AC sont aussi déterminées. 



SÏNTH£SE« 



Prenez unç moyenne proportionnelle O entre M et N; sur BC, 
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décrivez un demi-cercle, et élevez au point A sur AC une perpen- 
diculaire A G d'une longueur telle que Ton ait O : M ; : EF : AG ; si vous 
menez par le point G une tangente G DE, son intersection D avec 
A G sera le point cherché. 

En effet, en vertu de la similitude des triangles DAG et DE F, 
AD:DE:;AG:EF ou;:M:0; donc XB^idWuM'iO' ou bien aF* 
.•DË'irM.'N; mais DE' = CDxDB, par conséquent AD'iCDxDB 

::M:N. 

Deuxième cas. Quand le point D est entre B et C ( /ig. i6 bis). 



ANALYSE* 



Sur BC décrivez un demi-cercle, menez DF perpendiculaire au 
diamètre et rencontrant la circonférence en F, et tirez A F. 

Puisque BD x D C= DP, le rapport de ÂD"^ à DP, et par conséquent 
celui de AD à DF est déterminé; mais l'angle ADF compris entre 
ces côtés est donné puisqu'il est droit, d'où il suit que le triangle 
AF D est donné d'espèce. Ainsi l'angle D A F est déterminé , et la 
droite AF est donnée de position ; il en est donc de même du point F 
ou F' où elle coupe la circonférence ^de la perpendiculaire F D ou F' D', 
et du point D ou D^ 

SYNTHESE. 

Prenez une moyenne proportionnelle O entre M et N, et élevet 
la perpendiculaire G E, telle que l'on ait M:0; ; AC:CE; tirez ensuite 
la droite AE; par les points F ou F' où elle rencontre le demi- 
cercle décrit sur BC , abaissez les perpendiculaires FD ou F'^, vous 
aurez alors M:N:;ad*:BDxDC ou :;â1F:BD'xD'0. 

En effet la similitude évidente des triangles A C E et A D F prouve 
que ÀC:CE:;AD:DF, et queÂë:c&::AD':DP;maisM:N:;M*:0* 
ou::Âc^:cp; par conséquent ajD':dp==BDxDC;;M:N. 

Ce problême exige évidemment une certaine relation entre les 
données, au-delà de laquelle il deviendrait impossible; cette impos- 
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sîbilité aurait lieu si la ligne AE s'écartait tellement de AC qu'elle 
ne rencontrât plus la circonférence. La limite arrive donc quand A E 
touche le cercle. Alors le rapport de AC àCEou deADàDF sera 
le même que celui de la tangente menée par le point A au rayon H B ; 
par conséquent le rapport -limite est le quarré de celui-ci, c'est-à- 
dire que le rapport de M à N, lorsque ces deux quantités appro- 
chent le plus de l'égalité, est au plus égal au rapport de ABx AC, 
ou de ÂÏF — ÎTB' à HB\ 

Troisième cas. Quand le point D est au-delà des points B et C, 
{fig. i6 ter). 

ANALYSE. 

Sur B C décrivez un demi-cercle , menez la tangente D £ , et pro- 
longez-la jusqu'à la rencontre de la perpendiculaire AG; tirez EF. 

Puisque B D x D C = dF, le rapport de AD^ à dF est donné , et 
aussi donc celui de AD à DE, Mais les triangles DGA et DEF sont 
semblables comme rectangles l'un et l'autre et ayant de plus un angle 
commun; donc AD:DE:; AG:EF, et puisque le rapport de AD à 
DE est connu, il en est de même de celui de AG à EF; EF qui est 
la moitié de BC étant évidemment donné, A G et le point G sont dé- 
terminés, et par suite la tangente GE et son intersection D avec AC. 

SYNTHESE. 

Prenez toujours une moyenne proportionnelle O entre M et N; 
faites de plus que AG soit à EF comme M est à Oj et par le point G 
aijQsi déterminé, menez la tangente GED ; D sera le point cherché. 

Pour le prouver, tirez le rayon EF. Les triangles AD G et EDF 
étant ^mblables, A G:EF:; AD:ED, mais AG:EF::M:0, donc 

M:0::AD;ED, et M* :0^:êF:Fd*, d'où M:N::ad^:êD' ou:: 

ÂD-.BDxDC. 

PROPOSITION XVII. 



PROBLEME. 



Étant donnés quatre points sur une même ligne droite , on propose 
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d'en trouver un cinquième tel que le rectangle de ses distances aux 
deux premiers soit dans un rapport donné avec le rectangle de ses 
distances aux deux autres. 

Il faut trouver un point E (^fig* 1 7 , que le lecteur est prié défaire ) 
tel que AE x EB:DE x EC: :M:N. 

PR£3f 1ER CAS. M et N étant égaux. 



ANALYSE. 



Puisque AExEB = DEx EC, il est clair que AE:CE::DE:EB; 
doù AC:BD.:CE:EB et AC-hBD:BD;:BC:EB; mais le rapport 
de AC+BD à BD est donné, il en est donc de même de celui de 
£B à BC; ainsi BE et le point E sont déterminés. 



SYNTHÈSE. 



Le point E sera le point cherché si vous le prenez de manière que 
AC+BD:BD::BC:EB. Car il est clair qu'alors AC:BD::CE:BE, 
et que AE:ED: :CE:EB, d'où AE x EB = DE x EC. 

Deosièhe cas. m et n étant inégaux. 



ANALYSE. 



Cherchez par la construction précédente un point F tel que A F 
xFB = DFxFC. 

Puisque AExEB:DExEC::M:N, il s'ensuit que AExEB:AE 
X EB — DE X EC: : M:M— N j mais AE x EB — DE x EC = ( AE 
xEB— AFxFB) + (DFxFC — DExEC) (i) =EF(AF-hBE) 
+EF ■(DF+CE)=EF (AD+BC). Donc AExEBrEF (AD+BC) 
::M:M — N; par conséquent le point E sera déterminé au moyen 
de la proposition XIV de ce livre ^ pag. 84 (2). 

» 

(i)AE=AF+EF;BF=:BE— EF;CF=CE4-EF;DE = DF — EF. 
(a) La question est ramenée à celle-ci : éunt donné» trois points A, B, F d'une droite, 
trouver un 4* point E, tel qu'en £dsant AE + BC=:G,on àit;EFx6:A£x£B 

::M — N:N. 

//• SuppL la 
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La résolution synthétique de ce problème est aisée à déduire de 

ce qui précède. 

PROPOSITION XVIII. 

PROBLEME. . 

Etant donné quatre points sur une même ligne droite , on propose 
d'en trouver un cinquième tel que le rectangle de ses distances aux 
deux points extrêmes soit dans un rapport donné avec le rectangle 
de ses distances aux deuK points moyens. 

Soit proposé de trouver un point E ^fig. i8, que le lecteur est 
/>/» ^/k>v ) tel que AE X ED:BE X EC : ; M:N. 

Premier cas. Supposez AB = CD. 

ANALYSE. 

A cause de ED = CD+EC et de AC= AB+BE-hEC,on a AE 
xED = (AB+BE) (AB-*-EC) = ABxAC-i-BExEC, donc AE 
xED:ABxAC::M:M---N. Par conséquent le rapport de AExED 
à AB X AG est donné, et aussi le rectangle de A E et ED; comme ces 
deux lignes AE, ED sont d'ailleurs les deux segments d'une. droite 
connue A D , il est clair que l'on a ce qu'il faut pour déterminer le 
point E. 

SYNTHÈSE. 

Faites M — N:M; : AB:P, et coupez AD en E ou E' de façon que 
AExED = PxAG;E est le point cherché. Oar^ par construction , 
M:M— N::P:AB,doncM:M— .N:;PxACouAExED:ABxAC, 
tfoiiili^ultequeM:N::AExED:AExED— BAxAC,ou;;AE 
xEDïBExEC. 

Deuxième cas. Supposez A B et CD inégaux {fig. \%\ 

ANALYSE. 

Il est clair que AExED = (BE-f-AB) (EC-hCD)=BExEC 
+ BExCD-i- ABxED; donc AExED-^BEx£G = BExCD 
H^EDxAB=rBDxGD~EDxCD+ABxED=BDxCD + (AB 
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•— CD ) ED. Prolongez AD jusqu'en un point F tel que (AB— CD) 
X D F = BD X CD ; ce point est connu , puisque A B, C D^ BD dont 
donnes. Par cette constraction, AExED — BExEC = (AB — CD) 
(DF+ED) = (AB — CD)EF, 

Maintenant , comme le rapport deAExEDaBËxECest donné, 
il en est de même du rapport de AExED à (AB — CD) DF; de 
plus (A B -^ CD) étant donné ainsi que les points A , C , F, on déter- 
minera les points F et £ par la proposition XIV de ce second livre, 
page 84. 

Au moyen de cette proposition, on obtiendra aisém^it la construc- 
tion cherchée. 

Il reste encore à assigner les cas extréines de ce problème* 
Pour cela, décrivez sur AD (fig* 18 bis), comme diamètre, une 
circonférence de ce cercle; élevez les perpendiculaires BI et GCH; 
tirez, la droite lOH, et menez^lui par le point cherché E la parallèle 
KEL; tirez OG, £G, ensidte lE que vous prolongerez jusqu'à la 
circonférence en M ; joignez enfin le point M aux points L et G. 

Le pcMnt O est évidenunent donné. De plus, le rapport de AE x ED 
à BE X EC peut être .considéré comme composé de celui de AE x ED 
ou lExEM à KExEL, et de celui de KExELà BExEG. 

Maintenant, puisque BK et CL sont parallèles, KE:EL::B£:EG, 
ou KE:BE::£L:£C, et par conséquent ir^:B^::K£x£L:BS 
X EC. De plus, K£ et 10 étant' aussi parallèles, KE:BE: :IO:BO, 
d'oùKl&^:Bl^::ïcF:BOF. Doncîo^:icP::KEkEL:BExEC,etconsé- 
quemment le rapport des deux rectangles K E x E L et BExEG est 
donné; supposez qu'il soit égal à celui des detix lignes PQ et ST. 

L'angle MGL étant égal à MI G comme inscrit dans le même seg- 
ment , est aussi égal à l'angle intérieur MEL, et par conséquent le qua^ 
drilatëre M GEL est inscriptîble dans un cercle, ce qui prouve que 
l'angle LM E est égal à LGE. Menez la droite LN soua une inclinaison 
MLN égale à CGO. Les triangles GOC et HOC sont évidemment 
égaux ; donc l'angle CCD s CHO ^CLEss EKL Par conséquent 
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les triangles lEK et LE N sont semblables, et IE:KE:: EL: EN ^ donc 
KE X EL=IE X EN. Prenez ensuite PR de façon que PR:PQ : :EM 
:EN. Le rapport de lE x EM à KE x EL devient celui de lE x EM à 
lExEN ou de EM à EN; donc le rapport de AExEDà BExEC 
est compose de celui de PR à PQ, et de celui de PQ à ST, c'est-à- 
dire qu'il est égal à celui de PR à ST. Mais que le point de section E 
vienne à se rapprocher de O, alors l'angle EGO ou MLN diminuera 
évidemment, et par suite le point N s'approchera de M d'une quantité 
correspondante. Ainsi le terme extrême que PR ne peut jamais dé- 
passer, c'est PQ;donc le rapport des rectangles AExEDetBExEC, 
a pour limite celui de PQ à ST, ou de ÎÔ» à BO*. 

Le point O, qui 'est la limite des points de section E, peut aisément 
être déterminé. Puisque BI et CH soiit parallèles, BI:CH; ;BO:OC, 
et BÎ" ou AB X BD :Cff ou A C x CD : : BÔ»:CC?. Ainsi pour obtenir le 
point O, ilfaut diviser BG en deux segments qui soient en raison 
sous-doublée du rectangle ABxBD à AGxGD,ce qui s'exécutera 
par la proposition XIV du premier livre, page 47- 

Mais la limite que nous venons de connaître peut être trouvée plus 
directement. Eneflfet, joignez IG et menez à cette ligne la perpendi- 
culaire DV; tirez ensuite les droites DG, DI, G V et BV, et après 
avoir mené le diamètre IZ , joignez le point Z au point G. Les angles 
DGG et DIV ayant chacun pour mesure la moitié de l'arc DH 
ou de son égal GD, sont égaux; de plus, les quadrilatères BI Y D 
et GGVD sont inscriptibles dans un cercle, puisque leurs angles 
opposés B, V, et G, V, sont droits; donc l'angle D GG est égal à D VG, 
et DIV est égal à DBV; conséquemment les angles DVG et DBV 
sont égaux. Il résulte de -là que les triangles GDV et VDB sont 
semblables, puisqu'ils ont en outre un angle commun; ainsi BD 
:DV:;DV:DG,etBDxDG=ïïT'. Mais, d'un autre côté, DG"' = AD 
X D G , donc dg"-— DV* ou GV"' = AD x DC — B D x DG==AB x DG. 
De la niême manière il est visible que rv' = AGxBD. Par consé- 
quent la distance IG est déterminée, puisqu'elle est la différence entre 
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les côtés de deux quarrës qui sont respectivement égaux aux rectan- 
gles AC^ DB, AB X DC. De plus, l'angle BIO étant égal à GHI, il 
l'est aussi à GZI ; et comme aussi l'angle droit OBI est égal à I GZ, 
il s'ensuit que les triangles lOB et ZIG sont semblables, et que lO 
:BO::IZ ou AD:IG. Ainsi la limite du rapport de AExED à BE 
xEC, c'est-à-dire la valeur de ce rapport à l'état de minimum est 
égale au quarré du rapport de A D à la différence des côtés de deux 
quarrés respectivement égaux aux rectangles AC x DB et'AB x D C. 

PROPOSITION XIX. 



PROBLEME. 



Par un point donné, mener une droite telle que la partie inter- 
ceptée dans une circonférence donnée soit égale à une ligne donnée. 

Soit A {fig. 19 ) un point par lequel il faut mener une droite HI, 
terminée à la circonférence , et égale à B. 

ANALYSE* 

On sait que dans un cercle toutes les cordes d'égale longueur s'é- 
cartent également du centre ; si donc on inscrit une corde D E égale 
à B , il est clair que la corde cherchée doit être distante du centre 
d'une quantité égale à C F. Par conséquent cette corde doit être tan- 
gente à la circonférence décrite dii centre C avec le rayon CF. Le 
point A étant donné, la tangente AG à ce cercle est donc connue, et 
H I est déterminé. 

SYNTHÈSE. 

Portezune corde DE égale à B, par C abaissez sur cette corde la 
perpendiculaire CF, et avec CF pour rayon décrivez un cercle concen- 
trique au cercle donné ; la tangente H AI à ce cercle est la droite 
cherchée. Car il est évident que les cordes HI etDE étant distantes 
du centre, sont chacune égales à B (i). 



(i)Ge problème est susceptible d un m^ÛTtM^ qu il est facile d'obtenir, c'est*à-dire 
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PROPOSITION XX 

PROBLEME. 

Par un point donné, mener une droite telle que la partie de cette 
droite comprise entre deux circonférences concentriques , soit d'une 
longueur donnée. 

Soit proposé (^fig.no) de mener, par Â, la droite ABC, de manière 
que la partie B C interceptée par les deux cercles concentriques HEC H 
etIFBLsoit égale à D. 

ANALYSE. 

Par un point quelconque H, pris sur Tune des circonférences 
données, menez la corde H M =EC, et abaissez sur les droites les 
perpendiculaires OK. et OG. Les cordes égales HM et EC sont équi- 
distantes du centre, et par la propriété réciproque IL est é^\e à BF; 
conséquemment les moitiés de ces lignes sont ^;ales, c'est-à-dire 
que HK=:GC et IK = GB; donc HI est ^;al à BC, et est ainsi 
donné. Il suit de-la que le point I et la corde H M sont pareillement 
déterminés; il en est donc de même de AGC qui touche le cercle 
OKG auquel la droite H M est tangente. 

SYNTHESE. 

Par un point H pris à volonté sur Tune des circonférences, menez 
une droite HIM telle cpie la partie HI soit égale à D; abaissez sur 
cette droite la perpendiculaire OK , et prenant O K pour rayon dé- 
crirez du pmnt O un cercle auquel vous mènerez la tangente ABC; 



<m-^m^a 



qu'on peut abëmeiit trouver h «onMiicûon néeesswe pour que la carde H I soie la 
plus petite possible. En effet, pour que HI soit uu miniauÊm^ U but que GC soit 
un maximum; or 6C ne peut jamais deyenir plus grand que AC, mais il peut lui 
être ^gal; donc le maximum de GC, et le minimum de HI, ont lieu quand le 
point G se confond ayec A , c*est-à-dire quand la corde cherdiée est perpendicu* 
laire à A C , qui est une droite donnée. 

( Nou du traducteur. } - 
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tetXe tangente satisfera aux conditions du problême. Car les cordes 
£ G et F B sont égales respectivement aux cordes H M et I L équi- 
distantes du centre ; donc leurs moitiés sont %ales , c'est-à^ire que 
GC = HK,etGB = IK,d'oùHI==D. 

Il est évident que l'intervalle BC entre les deux cercles concen- 
triques sera à son minimum quand A G passera par le centre, et à 
son maximum lorsque A G sera tangent au cercle intérieur. Ainsi la 
ligne donnée D est renfermée entre deux limites ; elle ne peut être 
plus grande que la radne quarrée de la différence des quarres de 

ces rayons. 

PROPOSITION XXI. 

-PROBLÊMB. 

Etant donnés deux cercles quelconques , et un point sur la droite 
qui joint leurs centres , tel que les distances de ce point aux centres 
des cercles soient proportionnelle^ à leurs rayons, on propose de 
mener une autre droite dont la partie interceptée par les deux cir- 
conférences , ait une longueur donnée. 

Soient D , E {fig. m) les centres des deux cercles^ et supposez que 
le point A de la droite DE soit placé de manière que Ton ait AD 
AE: :DI:EK; il est question de mener par ce point A, la droite ABC 
telle que B G soit égal à L. 

ANALYSE. 

Tîrex les lignes BD et GE. Puisque AD2AE::DI ou DBrEK 
ou £G, il s'ensuit queOBest parallèle à£G;doncAD:DE::AB:BG, 
et puisque AD et D £ sont donnés ainsi que B G qui est égal à L , il 
s'ensuit que A B est déterminé tant en position qu'en grandeur. 



SYNTHÈSE. 



Prenez une ligne M telle que £K — DI:DI::L:M) et par le 
point A menez AB ^aie à M; ABC est la droite diçrchée. 
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Car, par hypothèse, AD: AE::DI ou DB:EKouEC; doncDB 
est parallèle à £C, et en conséquence DB ou DI:EC ou EK 
::AB:AC, ainsi EK — DI : DI::BC : AB; mais EK — DIrDI 
;;L:M, ou, :;L:AB,donc enfin BC:AB:;L:AB; doii il suit que 

BC=:L. 

PROPOSITION XXII. 



PROBLEME. 



Deux cercles dont Tun est intérieur à l'autre étant donnés, mener, 
par un point donné sur la circonférence du plus petit, et sur la 
droite qui joint les deux centres, une droite telle que la partie com- 
prise entre les deux circonférences , soit d une longueur donnée. 

Il faut mener ABC (y^. 2â) de manière que la portion intercep- 
tée BC soit égale à QR. 

ANALYSE. 

Tirez les lignes BG, CH et FP^ et par le centre E du grand cercle 
abaissez sur A G la perpendiculaire El; prenez ensuite IL = BI, et 
menez la parallèle I K à BG. Sur le prolongement de A Reportez une 
quatrième proportionnelle A M aux lignes AK, AG, A F, et par le 
point M menez MN parallèle à FP, et rencontrant en N le prolonge- 
ment de A C. 

De ce que LK est parallèle à BG, et FP à MN , il suit que AK 
:AG:;AL:AB, et AF:AM;:AP:AN; mais, par construction, AK 
:AG;;AF:AM, donc AK:AG;;AL:AB::AP:AN. Il suit de-là 
que AK:AG:;AL+AP ou PL:AB+AN ouBN. Mais IP = IC, et 
IL = IB, donc PL = B.C'= QR. A c»use du parallélisme des droites 
LK, lE et BG, KE est égal à EG, et conséquemment AK est 
donné; il en résulte que les trois premiers termes de. la propor- 
tion étant déterminés, le quatrième ou BN Test également. Mais, 
de plus, ACH = AFP = AMN; donc les triangles CAH et ANM 
qui ont en outre un angle commun , ^ont semblables ; par conséquent 
AH: AC :; AN: AM, et AH X AM=AC X AN. Par ce dernier résultat 
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on voit que l'on connaît le rectangle des segments A N , A C dans 
lesquels est partagée la ligne CN déjà déterminée; donc AC est 
connu tant en position qu en grandeur. 



SYNTHÈSE. 



Après avoir pris KE = EG, portez de A en M une quatrième 
proportionnelle aux droites A K , A G et A F, prenez deux lignes QR 
et QS qui soient entre elles dans le rapport de AK à AG; parta- 
gez au point O la droite SR en deux segments tels que SOxOR 
= AH X A M, et enfin menez par le point donné A jusqu'à la cir- 
conférence du grand cercle, une droite AÇ = OR; ce sera la ligne 
demandée. 

. Pour le démontrer, tirez les droites CH, BG et FP, menez MN 
parallèle à FP et El, KL parallèles à CH. Puisque IL = IB et IP 
= IC; PL est égal à BC. Les triangles G AH et AN M sont sem- 
blables, et par conséquent AH : AC;;AW;ÀM , doù AHxAM 
= AC X AN; mais, par construction , AH x AM= SO x OR, et AC 
= OR, dpnc AN = SO. Maintenant, par la propriété des parallèles, 
AK:AG::AL:AB, et, par hypothèse, AK:AG:;AF:AM ou;;AP 
:AN, donc AK:AG: :(ALh-AP) ou BC:(AN+AB) ou BN. Il suit 
de-là que BC:BN;:QR:QS, et que BC:CN::QR:SR; mais CN 
= SR, donc BC = QR, c'est-à-dire la ligne donnée. 

PROPOSITION XXIÏL 

• • ' . . . ^ _ 

PROBLEME. 

Par l'extrémité du diamètre d'un cercle donné, mener une droite 
telle que la partie interceptée entre la circonférence et une perpen- 
diculaire au diamètre soit d'une longueur donnée. 

Il est question de mener p^r A {fig. a3 ) la droite AC, de manière 
que la portion ÎB C soit égale à GH. , 

ir Suppl. ^ i3 
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ANALYSE. 



Menez BD; l'angle ABD ayant son sommet à la circonférence, et 
ses extrémités appuyées sur un diamètre, est droit, et il est par 
conséquent égal à AEC. Ainsi les triangles D AB et C AE qui. ont en 
outre un angle commun A sont semblables, et AB:AD::AË:AC, 
donc AB X AC = AD x AE. Mais le rectangle AD x AE est connu , 
ainsi il en est de même de ABx AC; et puisque d'ailleurs BG est 
donné , AB se trouve déterminé de grandeur, et par conséquent aussi 
de position. 



SYNTHESE. 



Prolongez G H d'une quantité HI telle que GIxIH = ADxAE, 
et portez dans le cercle une corde AB égale à IH; ce sera la droite 
cherchée. Car si vous menez BD, la similitude évidente des triangles 
ABD et AEC vous fournira là proportion, AB:AD::AE:AC, d'où 
vous déduirez l'équation AB x A C = AD x AE = GI x IH ; or AB 
=:IH, donc AC = GI et BC=GH. 

PROPOSITION XXIV. 

PROBLÈME. 

Par un point donné sur la droite qui divise un angle en deux par- 
ties égales, mener une autre droite telle que la portion comprise 
entre les deux côtés de l'angle soit d'une longueur donnée. 

Par le point D {^fig. 2^ ) situé sur la droite AD qui divise l'angle 
BAC en deux parties égales, il faut mener BC égale à une ligne 
donnée. 

ANALYSE. 

Faites passer un cercle par les trois points A, B, C, menez le dia- 
mëtrc E F et la droite A F. Il est clair que ce cercle, et par conséquent 
le triangle BAC, sont donnés de grandeur, puisqu'on donne BC et 
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Fangle BAC; on trouvera cette grandeur en décrivant sur BC un 
segment capable de Tangle BAC; mais, puisque l'angle BAE est égal 
à CAE, l'arc BE est égal à CE, et le diamètre EF tombe perpendi- 
culairement sur le milieu de CB. AD étant donné, AE par la der- 
nière proposition, est déterminé de grandeur; donc DB est connu en 
grandeur et aussi en position. 



SYNTHESE. 



Sur la ligne donnée décrivez un cercle capable de l'angle BAC^ 
partagez l'arc BC en deux portions égales au point E, et par ce point 
menez, au moyen de la dernière proposition, la droite EAD telle 
que A D soit égale à la distance du point donné au sommet de l'angle 
donné. BD , C D seront les deux segments de la droite demandée , à 
l'aide desquels sa position est immédiatement déterminée. 

Car l'angle BAC est égal à l'angle donné, et AD le divise en deux 
parties égales, puisque l'arc BE=CE; d'ailleurs AD est égale à la 
distance du point donné au sommet de triangle, et BC est égal à la 
ligne donnée. Dans la figure ainsi construite, on a donc satisfait à 
toutes les conditions du problème. 

On sent que ce problême est nécessairement susceptible d'une 
limite; car il est évident que la ligne donnée BC pourrait être telle- 
ment petite qu'elle n'atteignît pas aux côtés de l'angle BAC. La 
construction précédente indique bien le minimum de BC; Car EA 
ne peut jamais excéder le diamètre EF, et la limite a lieu quand ers 
deux lignes coïncident ; ainsi la ligne B C est à son minimum lors- 
qu'elle est perpendiculaire à AD ; on peut remarquer alors que les 
segments BD, CD sont égaux. 

PROPOSITION XXV. 



PROBLEME. 



Par le sommet d'un rhoml)e, mener une droite telle que la partie 

i3. 
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comprise entre les deux côtés qu'elle rencontre , soit d'une longueur 
donnée. 

Soit ABCD (y%". a5 ) un rhombe dont le côté BC est prolongé; 
il faut, par le spmmet opposé À, menez AEF de manière que* la 
partie extérieure ËF spit égale à une droite donnée. 



ANALYSE. 



Menez la droite AC, et prolongez-la jusqu'à ce qu'elle rencontre 
la ligne EG qui fait avec AE un angle AEG égal à ACF. Lès trian- 
gles CAF et EAG sont évidemment semblables^ et AC:CF::AE 
:EG; mais CE étant parallèle à AB, BC:CF::AE:EF; donc AC 
:BC; :EF:EG, et comme les trois premiers termes de cette propor- 
tion sont donnés, le quatrième est détermiiié. De plus l'angle A CD 
est égal à ACB ou à FCG; en ajoutant à chacun de ces angles 
l'angle ECF, les sommes ACF ou AEG et ECG sont égales. Ainsi 
les triangles AGE et EGC sont semblables, et AG:EG::EG:GC, 
ou EG* = AG X GC. Comme EG a été déterminé plus haut, le rect- 
angle AG X G C l'est aussi ; il en est donc de même du point G, du 
point E et de la droite A F. 

SYNTHESE. 

Supposez que le segment donné soit égal à K ; menez A C , et pre- 
nez une quatrième proportionnelle L aux trois lignes AC, BC, K. 
Ensuite divisez ACau point G en deux parties telles que AG x GC 

=L*, et du point G avec le rayon G E=L, décrivez un arc de cercle 

♦ 

qui coupe CD en E; AEF sera la ligne cherchée. 

Car, puisque AG x GC = L''= EG% il s'ensuit que AG:EG: :EG 
: C G , ce qui prouve que les triangles A G E et E G C sont semblables , 
et que par conséquent l'angle A E G est égal àECGouACF; donc les 
triangles AEC «t AGE sont pareillement semblables, et ACrCF 
::AE:EG. JMai$v4*im autre côté, BC:CF;:AE:EF, donc AC:BC 
::EF:EG. Or otf a aussi AC:BC::K:L ou EG; donc K = EF. 
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Autre solution. 

ANALYSE. 

Menez F G {fig. 26 bù) faisant Fangle AFG égal à AD G, prenez 
CH == CE , par G menez GN = GA, et tirez les droites G G et AH. 

Le triangle AGN étant isocèle, Tangle G AN est égal à GNA; et 
puisque la diagonale A G partage en deux portions égales l'angle du 
rhombe BGD, les triangles AGE et AGH sont égaux, d'oii il résulte 
que AE est égal à AH et que Fangle GAE est égal à GAH. Gomme 
les triangles ADE et AFG sont semblables^ AD:AE;:AF:AG, et 
AD X AG = AExAF. Mais Fangle AGD = GAD = GNA, doncles 
triangles ADG et AGN sont semblables , et AN:AG: ; AG:AD, d'oii 
AN X Ap=ÂC. De plus, puisque ÀG divise (i) Fangle HAF en deux 
parties égales, F A x ÀH = AC+FG x GH, ou bien FA x AE = Âc"» 
-hFGxGE; donc FGxGE = FAx AE — Âc> = AG x AD — AD 
xNA = NGx AD. Mais BA et GE étant parallèles, F G :EF:: AD 
:AE::AF:AG, et GE:EF::AB ou AD:AF; donc FGxGErÊp 
;:AD:AG.:NGxAD:NGxAG,etcommeFGxGE = NGxAD, 
il s'ensuit que ÊP = NGx AG. Par cette dernière équation, il est 
visible que A G et le point G sont déterminés; or si sur A G on 
décrit un segment capable de. Fangle AFG = ADG, le point F se 
trouvera sur l'arc de ce segment ; Fintersection de cet arc avec B G fera 
donc connaître la position du point F, et par suite la droite AF. 

SYNTHÈSE. 

Soit K la grandeur du segment donné ; cherchez une droite L 
dont le quarré soit équivalent à la somme des quarrés de K et de la 
diagonale AG ; prolongez AD, et par le point G menez G G = L; sur 
A G décrivez un segment capable de Fangle ADG, joignez A avec le 
point F où le segment rencontre GB; A F est la ligne cherchée. 

(]) A cause des triangles semblables ABC, ACE {/ig. a4) ? <>n'^ ABx AC=AO 
xAE = ADxDE-f-Â15'; or ADxDEsBDxDG, donc ABxAC=:BDxDC 
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Pour le prouver menez CN= C A , et tirez G F et AH. Les triangles 
AH C et A E G sont égaux ; en efFet Tangle A F G étant égal par construc- 
tion, à ADC , Test aussi à l'angle que forme avec AD le prolongement 
de BA, et conséquemment AB touche le cercle en A; donc l'angle 
BAH = HFA = DAE,etBAC — BAHouCAH=DAC— DAE 
ou CAE; d'ailleurs les angles A CH et ACE sont aussi égaux, et le 
côté AC est connu aux deux triangles CAH, CAE; l'égalité de ces 
triangles est donc démontrée, et il en résulte que AH = AE, et CH 
= CE. D'un autre côté, les triangles ADE et AFG sont semblables, 
donc AD: AE; : AF: AG, et AD x AG = AE x AF. Ensuite, en vertu 
de la similitude des triangles ANC et A CD, AN:AC: : AC:AD, et 
ANxAD = AC. Mais FC:EF: : AD:AE: ; AF:AG , et CErEF 
;;AB ou AD:AF, conséquemment FCxCE:eF"::AD:AG::NG 
x AD:NG X A G. D'ailleurs , puisque A C divise l'angle F AH en deux 
parties égalesFC x CH + AC^ = FA x AH = AG x AD = AN x AD 
H-NGxAD; il suit de-là que FC x CH ou FCxCE= NGx AD, 
et ÊP=NG X AG. Maintenant K"* = CG^ — aC' = NG x AG {rvcyyez 
note (a), pag. 67 ) ; donc EF= K (i). 

PROPOSITION XXVI. 



PROBLEME. 



Par deux points donnés , faire passer un cercle qui touche une 
droite donnée de position (a). 

(i) Pappus, géomètre du milieu du quatrième siècle, nous a transmis les titres des 
huit sections de la Géométrie des Grecs (voyez Tavant- propos de nos Eléments 
de Géométrie à trois dimensions , partie algébrique ) ; les problèmes de la cinquième 
section dite des inclinaisons^ qui admettent une construction élémentaire, se ré- 
solvent au moyen des propositions précédentes 19 — aS, pages 90 — 102. La première 
solution est empruntée de l'analyse géométrique de Omérique Hugo de San Lucar 
{vide anafysim geometricam , pars prima , deplanis , quatuor Ubri , Cadix 1 698) , et la 
seconde est tirée des œuvres posthumes du célèbre Huygens* La solution du pro- 
blème général exige Vapplication des propriétés de la conchoïde. 

(2) Ce problème est résolu dans les Eléments de Géométrie de M. Lacroix ( pag. 84} 
10* édition ). 
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Soit propose de décrire un cercle qui passe par les points A, B 
(y%'. 26 ), et qui touche la ligne droite CD. 

Il peut se présenter évidemment deux cas; celui ou la ligne qui 
joint les points donnés est parallèle, et celui où elle est inclinée, 
à CD. 

Premier cas. AB parallèle à CD. 

ANALYSE. 

Puisque C D est une tangente , la perpendiculaire E G menée par 
le point de contact passe par le centre, elle partage donc en deux 
portions égales la droite AB parallèle à CD. Il résulte de-là que cette 
perpendiculaire, et par conséquent le point de contact E, sont déter- 
minés; ainsi le cercle qui passera par A, B et E est le cercle cherché. 

SYNTHÈSE. 

Menez G E perpendiculaire sur le milieu de AB, et par les trois 
points A , E , B faites passer un cercle : il touchera la ligne C E. Car 
GE passe par le centre de cercle, et de plus elle rencontre CD à 
angles droits. 

Deuxième cas. AB est incliné sur CD {fig^ ^6 his\ 

ANALYSE. 

Prolongez B A jusqu'à la rencontre de CD en F. Alors FE' = AF 
X FB ; mais le point de concours étant donné, le rectangle AF x FB 
est déterminé , par conséquent on a aussi F E et le point E. Il suffira 
donc de faire passer un cercle par A , B et E. 

SYNTHÈSE. 

Prolongez BA jusqua la rencontre de CD en F, portez sur CD 
à partir du point F, une moyenne proportionnelle FE ou FE' 
entre A F et F B, et par Içs points A, E, B, faitçs passer un cercle; 
il touchera la droite CD. 

Car, puisque AF:FE::FE:FB, il s'ensuit que fF = AFxFB, 
et par conséquent CD touche le cercle en £. 
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PROPOSITION XXVII. 

■ 

PEOBLÊME. 

Par an point donné , faire passer nn cercle tangent à deux droites 
données. 

Soit proposé de décrire un cercle qai passe par le point £ (^fig* ^7) 
et qai touche les droites A B et CD. 

Premier cas. Supposez AB parallèle à CD. 

ANALYSE. 

Par le centre O menez la parallèle F O et la perpendiculaire RI aux 
deux droites données. Il est évident que le rayon OI est donné , et 
par conséquent la position de FO Test aussi; mais le rayon OE ou 
O^E étant ^al à 01, ce rayon et le centre O sont paiement déter- 
minés. 

SYNTHESE. 

Menez une parallèle F O par le milieu de la distance entre les deux 
droites données , et du point £ avec un rayon égal à la moitié de cette 
distance, décrivez un arc de cercle qui rencontrera FO en O ou O'; 
ce point est le centre du cercle cherché. Car OE =OI = OK, et par 
conséquent le cercle qui passe par £ touche CD et AB en K et I. 

Deuxième cas. Supposez CD incliné sur AB {fig. vj bis). 

ANALYSE. 

Prolongez les deux droites données jusqu'à leur rencontre en F, 
tirez les droites OI, OK et OF, et menez par E la ligne EGH per- 
pendiculaire à OF. 

Les triangles rectangles OKF et OIF sont <^ux, puisque le côté 
OF leur est commun; et le côté OI est égal à OK; Tangle ÔFK est 
donc égal à OFI; et comme le point F est donné, il s'ensuit que la 
ligne O F est déterminée. Mais d'ailleurs le point E est donné , donc 
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ni en est de même de la perpendiculaire EG, et CH étant égal à GE, 
il est clair que le point H est déterminé. Maintenant que nous avons 
deux points H et E par lesquels doit passer la circonférence tan- 
gente à A B et G D , elle pourra être décrite par la dernière propo- 
sition. 

SYNTHÈSE. 

Prolongez BA et CD jusqu'à leur rencontre en F, menez FO qui 
divise l'angle BFD en deux parties égales, et par E abaissez sur cette 
droite la perpendiculaire EG que vous prolongerez d'une égale quan- 
tité au-dessu3 de O F en H ; ensuite cherchez une moyenne propor- 
tionnelle LI ou LV entre HL et LE, et par les trois points H,E, I, 
ou H, E,I', faites passer une circonférence de cercle; elle satisfera 
aux conditions du problême. 

En effet le centre du cercle qui passe par E et par H doit se trou»- 
ver sur FO qui est perpendiculaire sur le milieu de EH; soit O ce 
centre, et menez la droite OI et la perpendiculaire OK. Puisque 
HL X LE ==lP, le cercle touche AB eh I, et l'angle OIF est droit; 
conséqûemment les triangles KOF et lO F sont égaux comme ayant 
d'abord le côté OF commun, et de plus les angles OKF et OFK 
respectivement égaux à OIF et OFI; ainsi OI = OK. Donc le 
cercle décrit du point O comme centre , avec O I pour rayon , passe 
par K , et touche G D en ce point, 

Corollaire. Si le point donné E se trouvait sur l'une des droites 
données, sur AB par ei^emple, il coïnciderait avec le point de contact 
de A B , et le problème deviendrait fort simple ; car le centre O étant 
toujours sur la ligne FO, il serait déterminé par l'intersection de 
cette ligne avec la perpendiculaire lO (i). 



(i) Le problème qui est présenté dans ce corollaire comme cas particulier de la 
proposition XXVII, se trouve résolu directement dans les Eléments de Géométrie 
de M. Lacroix ( page 78 , lo* édition ). 

//' SuppL ^ ï4 
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PROPOSITION XXVIII. 



PROBLEME. 



Par deux points donnés , faire passer uti cercle tangent à un cercle 
donne. 

Il faut décrire un cercle qui passe par les points A et B ( fig. 28 ) ^ 
et qui touche un autre cercle dont le centre est C. 



ANALYSE. 



Par D point de contact des deu& cercles, mene^ A DE et BDF, 
tirez EF; par F^ menez la tangente FG , et tirez le diamèlre B H CI. 

Puisque F G touche le cercle donné , Vangle BFG est égal à FED, 
et par conséquent à BAD, puisque FE et AB sont évidemment pa- 
rallèles; mais les triantes B G F et BD A ont en outre un angle com- 
mun en B, ils sont do»c semblables^ et BFrBG; :BA:BD, dWB A 
X BG=BF X BD==BI x BR Or BI et BH sont donnés, donc le rect- 
angle B A X BG est déterminé, et conséquemmcfnt on peut connaître 
la positÎMi du potnt G. Ainsi la tangente G F, la droite B F, et par 
suite le point D sobA déterminés; on peut donc déduire le cercle 
ehecche dont o» connaît trois points A^ B, D, 



SYNTHESE. 



Portez de B en G une quatrième proporfionnelie aux lignes B A ^ 
BI^ &H^ menez la tangente GF, tirez Ib droite FB qui coupe en^ D 
ht dvconlerence domiée^et &ites passer un cercle piur les trois points 
A, B, I>; œ sera le cercle cherché. 

Pour le démontrer, il suffit de mener ADE, F E et le diamètre 
BHCLPuisqueBA:BI::BH:BG,BAxBG=BIxBH=BFxBD; 
dbnc BF:BG:;BA:BD, et par conséquent les triangles BGF et 
B D A ayant un angle commun compris entre des côtés proportion- 
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nels sont semblables ; d'où. il résulte que l'angle BFG est égal à BÂD. 
Mais BFG est égal à FED, ainsi les angles alternes BAS et FEA 
sont égaux , ce qui prouve que F E est parallèle à A B ; d'où il suit 

que les deux cercles DE F, ABD se touchent en D. 

> 

PROPOSITION XXIX, 

PEOBLEMB. 

Par un point donné , faire passer Un cercle tangent à un cercle 
donné et à une droite donnée de position. 

Il faut décrire un cercle qui passe par le point A, et qui touche , 
i<> la droite CD (Jîff. 29 ); n^ le cercle dont le centre est B. 

ANALYSE. 

Par le centre du cercle donné, abaissez la perpendiculaire EBG, 
menez la droite El et prolongez-la jusqu^à la ligne CD en H; tirez 
les droites FIK et HK. 

L'angle HIK étant égal à l'angle droit EIF, est droit aussi, et par 
conséquent HK est le diamètre du cercle IL A, et H le point de 
contact de ce cercle et de la droite CD. Les triangles HE G et F El 
sont donc semblables, et HE;EG::EF:EI, d'où HExEI=:EG 

xEF. Menez la droiteELA,alorsAExEL=HExEI = EGxEF; 
mais le rectangle Ë G x £F est donné , il en est donc de même de 
£ H X E I , de E L , et du point L. Maintenant que l'on connaît deux 
points A, L du cercle cherché, et une tangente donnée, le pro- 
blême se résoudra comme il a été dit proposition 26, pag. loâ. 

SYKTHÈSE. 

Tir«z £A, memt, h p«rpi^ndiciilaire £G, prenez une quatrième 
proportioAuelW EL «nx lignes AE, EG,. EF, ^t par la proposition 
^^j P^Ç^ 102 , d^cri^e^ un cercle qui pa^e. par les deux, points 
A, L et qui touche la droite CD; il tojuebeva ausdi le cercle donné, 

i4- 
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Pour le prouver, menez le diamètre HK, la droite EH qui coupe 
en I la circonférence El F, et la droite FIK jusqu'à la rencontre 
de HK. 

Les triangles HE G et F E I étant évidemment semblables, HE : EG 
;:EF:EI, et HExEI==EGxEF; mais AE:EG::EF:EL, d>ù 
AExEL = EGxEF; donc HExEI = AExEL, ce qui montre 
que le point I est situé sur la circonférence H I K. D'où il suit que les 
deux cercles se touchent en ce point I ; et en effet, il sont en ce point 
la même tangente , puisque si l'on concevait une tangente, à chacun 
d'eux menée par I , les angles que ces deux tangentes formeraient 
avec IF et IK seraient respectivement égaux à lEF et IHK, et par 
conséquent égaux entre eux, puisque EF et HK sont parallèles; ainsi 
ces deux tangentes se confondent en une seule. 

Corollaire. Le problême serait considérablement simplifié, si le point 
donné se trouvait sur la ligne droite ou sur le cercle ; il coïnciderait 
alors avec l'un ou l'autre des points de contact H ou I ; dans ce cas , 
après avoir mené E I H et FI K , la perpendiculaire H K déterminerait 
le diamètre du cercle cherché. 

PROPOSITION XXX. 

PROBLÊME» 

Par un point donné , faire passer un cercle tangent à deux cercles 
donnés. 

Soit proposé de trouver le centre O d'un cercle qui passe par le point 
C {fig. 3o), et qui touche deux cercles dont A et B sont les centres. 

ANALYSE» 

Tirez la droite A B , et continuez-la jusqu'à ce qu'elle rencontre le 
prolongement de celle qui joint les deux points de contact E et F ; 
menez O A et OB, AG et BH , et CEI, prolongez I G ^t D C jusqu'à 
leur intersection mutuelle en K. 
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Les triangles isocèles EOF, Ei^G et FBH sont évidemment sem- 
blables; donc A G est parallèle à BF, et AE lest à BH. Il en résulte 
que AE:BH:;AD:BD; et comme le rapport de cette proportion 
est connu, le point D est déterminé. De plus, AG:BF; ;DG:DF, et 
DG:DF::DK:DC, car en vertu du contact des cercles O et A, la 
ligne I G est parallèle à F C. Comme le point D et C D sont détermi- 
nés , il suit des proportions précédentes que D K et le point K sont 
également connus. Il suit de-là et de la proposition ly du pre- 
mier livre, page 52, que la droite G E comprise entre les droites 
Kl et CI, et passant par le point donné D, est déterminée de posi- 
tion; donc AEO est aussi déterminée de position. Maintenant si vous 
menez OC , il est clair que l'angle O C E est connu puisqu'il est égal à 
CED; d'où il suit que la droite CO et le centre O sont aussi connus. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le point D de manière que AE:BH: : AB:BD, menez CD, 
et portez de D en K sur C D , une quatrième proportionnelle D K aux 
lignes BH, AE, et DC; ensuite, par les points K. et C, menez Kl 
et CI de manière que GE prolongé passe par D, ce que vous exécute- 
rez au moyen de la proposition 17 du premier livre; cela fait, 
construisez sur la base E C un triangle isocèle dont un des côtés soit 
dans le prolongement de A £ ; le sommet O de ce triangle est le centre 
du cercle cherché. 

Pour le démontrer, menez les droites AG, GF, OB et BH. Puisque 
AEou AG:BHouBF:;AD:BD,etque les triangles AD G et BD F 
ont un angle commun en D, ils sont semblables , et AD:BD::DG 
:DF::DK:DC, ce qui prouve que IG est parallèle à FC, et par 
conséquent les cercles O et A se touchent en E. Mais le triangle BFH 
est isocèle^ car ses côtés BF et BH sont respectivement parallèles 
aux côtés A G et A£ du triangle isocèle GAE; donc les cercles O 
et B se rencontrent au point F, et comme BH est parallèle à EO, ce 
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point est un point de coptact. De plus, l'angle ECO étant égal à 
C£0, le côté 0£ est égal à OC; en conséquence le cercle décrit du 
centre O et qui passe par £ et par F , passe s|ussi p£U* C. 

Autre sahuioiu 

ANALYSE. 

Joignez les centres A, B , O {fig- 3o) , prolongez AB jusqu'à la ren- 
contre en D de la droite qui unit les deux points de contact £, F; 
tirez les droites B H et C D , et prolongez cette dernière jusqu'à ce 
qu'elle coupe le cerde en L. 

Puisque les triangles EOF i&t FBH sont isocèles, les angles OFE 
et BFH sont respectivement égaux aux angles OEF et BHF, les- 
quels sont par conséquent égaux entre eui^, d'où il suit que EO est 
parallèle à B H , et que A£:BH::DA:DB,ce qui prouve que le point 
D est déterminé. De plus DA:DB::DE:DH ou ::DExDF:DH 
X D F ; mais le rectangle DH x D F est connu , puisqu'il équivaut au 
rectangle des segments interceptés sur B D par le cercle B , donc 
les rectangles DExDF et DÇxDL, sont déterminés; comme DC 
est donné , on voit que D L et le point L le sont aussi. Le problème 
est alors ramené à la pBoposition 28 de ce livre, page 106. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le point D de manière que A£:BH::AD:BD, menez la 
droite D C et prolongez-la d'une quantité G L , telle que le rectangle 
D C X D L soit dans le rapport de A £ à B H ayoc le rectangle formé 
par 1^ deux parties d unç sécante menée par D au cercle B D ; décrivez 
ensuite un cercle qui passe par les points C et L et qui tpuche le 
cercle A ; il s^n^ aussi tangent au cercle B. 

En ef£et tirez \^ droites OA, OB, £H, et menez BH pjE^ntUèle 
à AO. Puisque A£:BH;:AD:BD, il e^t évident que £ti prolongé 
rencontrera AD en D;donc AE:BH::DE:DH ou.lDExDF.RH 

X DF; mî^is, p^r çQsstrnctîQn) AS^BH; :DÇ x pL:DH h DP, dçnc 
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DCxDL = DExDF, d'où il résulte que le point F est sur la cir- 
conférence O. Donc le triaingle EOF est isocèle , et il en doit être de 
* même de H BF qui lili est semblable ; ainsi F app^tient aussi au 
cercle B , et il est le point de coiïtact des cercles B et O. 

Si L coïncidait avec te point C^ la constraction s'efFectuerait par le 
corollaire de la proposition précédente. 

PROPOSITION XXXI. 



PROBLEME. 



Décrire un cercle tangent à deux droites données , et à un cercle 
donné. 

Soit proposé de décrire un cercle qui touche les lignés A B et CD 
{^fig. 3i )^ et uin autre cercle dont le centre est E. 

* ANALYSE. 

Menez FE, tirez aux points de contact les droites F H, FI; ensuite 
du point F pris pour centre , décrivez avec le rayon F E une circon- 
férence de cercle qui rencontrera en K et en L , FI et F H prolongés, 
et par ces points menez les tangentes MN, OP. 

Puisque FE =FK = LF, et FG = FH= FI, il s'ensuit que GE 
= HK = IL. Mais les tangentes CD et OP étant perpendiculaires à 
la même droite F K, sont parallèles; et par la même raison AB est 
parallèle à MN, donc OP et MN sont déterminées de position, et 
par la proposition 37, page io4r ^^ cercle EKL est connu; il en est 
donc de même du cercle concentrique GHI. 

SYNTHESE. 

A une distance égale au rayon du cercle donné, menez MTÎ et OP 
parallèles à AB et CD ; ensuite ,. par la proposition 217 de ce livre , 
cherchez le centre F d'un cercle qui passe par le point Ë, et qui 
touche MN et OP; F est aussi le centre du cercle cherché. 

En effet menez FE, FK, et FL. Puisque GE=:HK=IL, il est 
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évident que FG=FH=FI. Ainsi le cercle est tangent en H et I,car 
CD et A B sont perpendiculaires respectivement à FK et FL. 

SchoUe. Lies six problèmes précédents sont tous renferma dans œ 
problême général : «Trois choses étant données , soit points^ ou 
droites^ ou cercles, décrire un cercle déterminé par ces données. » Cet 
énoncé présente dix cas distincts. Deux de ces cas ont été traités dans 
les éléments , savoir ; celui où il faut faire passer un cercle par trois 
points , et celui oii il est question de décrire un cercle tangent à trois 
droites. Un principe commun qui se fait remarquer dans toutes les 
solutions connues, simplifie les conditions du problème, en rempla- 
çant les lignes ou les cercles donnés par des points. Deux cas restent 
encore à traiter; ce sont , i® celui où Ton donne trois cercles ; a® celui 
où Ton donne deux cercles et une droite. Ces deux questions sont 
aisément ramenées aux cas qui ont été résolus, en faisant usage de 
moyens analogues à ceux qu'on a employés dans la dernière propo- 
sition , c'est-à-dire en menant une parallèle , ou en décrivant un cercle 
concentrique , à des distances qui selon la position relative des don- 
nées, doivent être égales ou à la somme ou à la différence des rayons 
donnés. ( i ). 



(i) S'il s^agit (lu premier cas, cest-à-dîre s'il iaut décrire un cercle tangent à trois 
cercles donnés, voici comment on s'y prendra. Nosunoos A , B, G les centres des 
cercles donnés ^a^b,c leurs rayons , X le centre du cercle cherché , et or son rayon. 
Supposons le problême résolu , et décrivons de X comme centre un cercle qui passe 
par l'un des trois centres donnés par A , par exemple ; le rayon de ce cercle sera 
.r =ti a , et sa circonférence s'écartera des centres des autres cercles de quantités con- 
nues et égales à ^ dr a pour l'un , et c + a pour l'autre ; il suit de-là que si , de B et G 
pris pour centres , on décrit des cercles qui aient respectiTcraent ces rayons-là , ils 
seront tangents au cercle auxiliaire que nous avons mené^ or il est évident que les 
deux cercles ■ tangents sont donnés d'après l'énoncé du problême; donc le cercle 
auxiliaire sera déterminé , puisqu'il devra passer par un point donné A , et être tanr 
gent à deux cercles donnés ; sa détermination s'effectpera par la proposition 3o , 
page io8. 11 est bien clair que<ie ce cercle on déduira aisément le cercle cherché. 

On s'y prendrait d'une manière analogue pour résoudre le second cas. Voyez &i 
Correspondance sur Fécole poljrtecbnique ^ par M. HacheUe^ page 2o5, tom 3. 
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LIVRE III. 



DÉFINITION. 

Oi un point change de position suivant une loi déterminée , la ligne 
qu'il décrit est dite le lieu de ce point. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÏéORÊME. 

Si d'un pqint donné on mène à une droite donnée des lignes , qui 
soient divisées dans un rapport connu , le lieu des points de division 
est une autre droite déterminée de position. ( Fig\ i^pl.3). 

Une droite AB menée d'un point fixe A à un point variable B 
d'une droite donnée BD, est partagé au point C dans un rapport 
donné; quelle que soit l'inclinaison de AB, le point C se trouvera 
toujours sur une droite déterminée de position. 

ANALYSE. 

Par A abaissez la perpendiculaire AD sur BD, et par C menez 
CE parallèle à BD. Il est évident que AC:AB::AE:AD, et consé- 
quemment le rapport de AE à AD est connu; mais AD est donnée 
tant de position que de grandeur, ainsi A E et le point E sont don- 
nés, et par conséquent CE qui est perpendiculaire à AD, est déter^ 
minée de position. 

SYNTHESE. 

Abaissez la perpendiculaire AD^ qui est partagée au point E dans 
II' SuppL i5 
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le rapport donne, et élevez la perpendiculaire CE; cette droite sera 
le lieu demandé; car, CE étant parallèle à BD, AC:AB::AE:AD. 

PROPOSITION IL 

THÉORÈME. 

Si d'un point donné , on mène à la circonférence d'un cercle aussi 
donné, des lignes droites, et qu'on les divise dans un rapport connu, 
le lieu des points de division est une circonférence de cercle déterminé. 

Supposez que A B ^fig* 2 ) , terminée au point A et à une circonfé- 
rence donnée soit partagée au point G dans un rapport donné ; ce 
point C se trouvera toujours sur une circonférence de cercle déter- 
miné. 

ANALYSE. 

Joignez le point A avec le centre D du cercle donné, et menez CE 
parallèle à BD. Il est évident que AC:AB;:AE:AD; ainsi le rap- 
port de A E à A D est donné , et par conséquent A E et le point E 
sont déterminés. De plus, puisque AC:AB::CE:BD, le rapport de 
CE à BD est connu, et pour chaque position de A B, CE est déter- 
miné de grandeur; et comme BD est une constante, on voit que CE 
en est une aussi , et par conséquent le point C est toujours situé sur 
la circonférence d'un cercle décrit de £ comme centre avec le rayon 
connu CE... 

SYNTHESE. 

MeQes AD, et après avoir divisé cette droite au point Ë dans le 
rapport doi^né, cherchez uue ligne EC qui soit avec BD dans le 
même rapport; ensuite > du point E pris pour centre et avec CE pour 
rayon , décrivez im cercle qui ^ra le lieu demandé. 

En effet menez AB qui coupe Tune et l'autre circonférences, et 
tirez CE,BD. Puisque CE:BD:;AE:AD, il s'ensuit que CE:AE 
:;BD:AD; par couséqueut les triangles CAE et BAD, qui ont en 



I 
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outre un angle commun, sont semblables, et AC: AB ; : AE: AD, c'est- 
à-dire dans le rapport donne. 

PROPOSITION III. 

THlfoRÊME. 

Sur chacun des côtés d'un angle donné, on place un point, et sans 
changer le rapport des distances des deux points ainsi déterminés au 
sommet de Tangle, ni la position de ce sommet, ni la grandeur de 
langle, on suppose que l'un des points parcourt une ligne droite 
donnée ; il est question de démontrer que l'autre point aura aussi 
pour lieu une droite déterminée. 

Le rapport de B A à AC {fig- 3 ), l'angle BAC et son sommet A, 
sont donnés; si l'extrémité B décrit la droite CD, l'extrémité C dé- 
crira aussi une droite CE déterminée de position. 

ANALYSE. 

Abaissez la perpendiculaire A D sur B D , menez A E formant avec 
AD un angle DAE égal à BAC, et portez sur la droite ainsi placée 
une distance A E quatrième proportionnelle àAB,AC et AD; la 
droite CE est le lieu demandé d'après l'hypothèse. 

Puisque l'angle DAE est, par construction^ égal à BAC, il est 
connu; et lia perpendiculaire AD étant donnée, la droite A E est par 
conséquent déterminée de position ; elle l'est aussi de grandeur , csir 
AB, AC, AD sont données. De plus, Tangle BAC étmt ^al à DAE, 
il en résulte que l'angle B AD est égal ài CAE; et si l'on considère 
d'ailleurs que AB:AD::AC:AE,on en conclura que l^ triasigles 
A B D et A C E sont semblables comme ayant un m^le ég'al chafcun à 
chacun, compris entre des côtés proportionnels. Donc l'angle CE A 
est ^al à>BDA, c'est-à-dire à un angle droit; par conséquent la 
droite CE est déterminée de position. 

i5. 
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SYNTHESE. 

Après avoir abaisse la perpendiculaire AD, et fait l'angle DAE 
égal à B A C , portez de A en E comme ci-dessus une quatrième pro- 
portionnelle aux lignes AB, AC , AD, et, par le point E ainsi placé, 
menez sur AE la perpendiculaire CE; ce sera le lieu cherché. Car 
les triangles rectangles BAD et CAE ayant de plus un angle aigu 
égal , sont semblables , et par conséquent AB : AC ; : A D : AE ou : ; M : N , 

IVf 

1^ étant le rapport constant de AB à AC. 

PROPOSITION IV. 

THEOREME. 

Si par un point fixe on «mène deux droites dont les longueurs sont 
dans un rapport constant, et dont Tinclinaison est invariable; si 
l'extrémité de Tune parcourt une circonférence de cercle déterminée , 
l'extrémité de l'autre aura pour lieu une circonférence également 
déterminée. 

Supposez que l'angle BAC {^fig. 4), son sommet A, et le rapport 
de ses côtés, soient constants; si B parcourt un cercle donné , le lieu 
de C sera aussi un cercle déterminé. 

ANALYSE. 

■ 

Joignez le point A avec le centre D du cercle donné ; menez une 
droite AE qui soit inclinée sur AD d'une quantité égale à l'angle 
donné, et dont la longueur ait avec AD un rapport égal au rapport 
donné ; enfin tirez les droites DB et E C. 

Le point A et le centre D étant donnés et fixes, la droite AD est 
déterminée ; il en est donc de même de la droite A E qui est aussi 
constante et connue de grandeur ; ainsi le point E est déterminé et 
invariable. 

De plus, l'angle total BAC étant égal à DAE, la partie BAD est 
égale à C A E , et puisque d'ailleurs AB : A D : ; A C : A E , il s'ensuit que 
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les triangles A DB et AEC sont semblables, et que A B:BD;;AG: CE, 

A C f A " 

OU bien CE = -^ x BD ; or le rapport -j-^ est constant et connu , 

BD l'est aussi d'après l'h^rpothèse; donc la distance CE est constante 
et déterminée. Donc le point C parcourt une circonférence de cercle 
dont le centre E et le rayon C E sont connus. 



SYNTHÈSE. 



Après avoir mené la droite AE inclinée sur AD d'une quantité 

égale à l'angle donné, et l'avoir prise d'une longueur telle que — = 

soit égal au rapport donné, du point E comnie centre avec Iç rayon 
CE, décrivez un cercle, ce sera le lieu cherché. 

Car AD:BD:;AE:EC; mais l'angle BAD est égal à CAE, puis- 
que B AC == D A E , donc les triangles AB D et C A Ë sont semblables , 
et AB:AC; ; AD:AE, c'est-à-dire dans le irapport donné. 

SchoUe. Un arc de cercle a pour limite sa tangente , et il s'en ap- 
proche continuellement à mesure que le centre s'éloigne et que la 
circonférence s'aggrandit ; ainsi le lieu rectiligne peut être déduit du 
Ueu circulaire , et ce que nous aurons dit de celui-ci , nous pourrons 
le transporter au premier, en supposant que le centre soit situé à une 
distance infinie. Ainsi, dans la proposition a de ce livre, pag. ii4, 
si on conçoit que les centres E et D {fig. 2 ), sans quitter la droite 
AD, s'éloignent toujours du point A et s'en écartent à une distance 
infinie, alors les cercles qui passent par C et par B, deviendront 
deux droites perpendiculaires à A D , ce qui est le cas de la pre- 
mière proposition, pag. 1 13. De même si nous éloignons à l'infini les 
centres D et E dans la proposition 4^ sans leur faire quitter à l'un la 
droite AD, à l'autre la droite AE, alors les cercles qui passent 
en B et C , se confondront avec leurs tangentes , et deviendront 
par conséquent des droites perpendiculaires respectivement à AD 
et AE comme dans la proposition 3, pag. 11 5. 
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PROPOSITION V. 



THJ^OREHE. * 



Une droite menée par un point fixe est divisée en un point de siK^ 
longueur en deux parties telles que le rectangle de l'une et de la 
ligne entière, équivaut à un rectangle constant et donné; si le point 
de section se meut en parcourant une droite donnée , Textrémité de 
la ligne mobile aura pour lieu une circonférence déterminée. 

Le rectangle A B x A C {fiff. 5 ) , et le point À sont constants et 
donnés ; la droite B D est donnée de position ; le point C parcourra 
une circonférence connue. 

ANALYSE. 

Menez AD perpendiculaire à BD, et faites le rectangle ADx AE 
= AB X AC. Il suit de-là que A E et le point E sont complettement 
déterminés. Menez CE. Puisque ADx AE = ABx AC, AD : AB 
: : AC: AE, proportion qui démontre la similitude ^ deux triangles 
ABD et ACE auxquels Tangle A est commun. Il en résulte que ACE 
=:ADB^ et par conséquent que l'angle ACE est toujours droit 
quelque position que prenne la droite mobile , ce qui devient à dire 
que le point C- parcourt une circonférence de cercle, dont AE est 
le diamètre. 

SYNTHESE. 

Après avoir mené la perpendiculaire A D , faites le rectangle A D 
X AE équivalent à l'espace donné, et sur le diamètre AE décrivez 
un cercle; c'est le lieu cherché. Car, si vous menez A C et CE, vous 
formerez deux triangles ABD et AEC qui seront semblables , puis- 
qu'ils auront deux angles égaux chacun à chacun; ainsi AB:AD 
; ; AE: ÀC, et AB x AC = AD x AE = l'espace donné. 
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PROPOSITION VL 

THEOREME. 

Une droite, assujétie à passer constamment par un point fixe, est 
divisée en deux parties telles que le rectangle de Tune comptée du 
point fixe , par la ligne entière , soit constamment égal à un rectangle 
donné; si le point de division parcourt une circonférence donnée, 
l'extrémité de la droite aura pour lieu une ligne droite déterminée 
de position , ou une circonférence de cercle déterminée , selon que 
le point fixe sera ou ne sera pas situé sur la circonférence donnée. 

Supposez que le rectangle AC x AB équi vaille à une espace donné, 
et que le segment A C soit terminé à une circonférence donnée ; le 
point fixe A peut être ou n'être pas sur cette circonférence. {Fig. 6 et 
6 bis). 

Premier cas. Si le point A est sur la circonférence donnée, y%*. 6, 
le lieu de B est une droite déterminée de position. 

ANALYSE. 

Menez le diamètre AE , et faites AE x AD = AB x A C ; le point D 
sera ainsi déterminé, et il est clair qu'il est un point du /^^e^ cherché. 
Maintenant tirez CE et BD; puisque AExAD = ABxAC, AC 
:A£::AD:AB; donc les triangles CAE et BAD sont semblables. 
Ainsi l'angle ADB est égal à ACE, c'est-à-dire à un angle droit; par 
conséquent la droite DB est déterminée de position. 

SYNTHESE. 

Apres avoir mené te diamètre AE, faites le rectangle AExAD 
équivalent à l'espace donne; la perpendiculaire BD est le lieu cher- 
ché. Car, si vous menez ACB et CE, vous formerez deux triangles 
ACE et ADB évidemment semblables, ce qui montre que AC:AE 
;: AD: AB, d'au AC x AB == AE x AD = l'espace donné. 
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Deuxième cas. Si le point A n'est pas sur la circonférence donnée 
ECC'D, le lieu de B est une circonférence déterminée. {Fig. 6 bis). 

ANALYSE. 

Menez le diamètre E AD, et la corde CABC du cercle donné qui 
coupe le lieu demandé aux points B et F. Soit M le rectangle donné, 
et N le rectangle connu EAx AD. On a par hypothèse, ABx AC 
==AFxAC' = M, et ACxAC'=N; d'où il suit que le rapport 

^=-j^=jj. Donc ce rapport -rr^ est déterminé, et d'après la 

proposition 12 de ce livre , page 1 14 ^ l'extrémité B de la droite AB 
est sur la circonférence d'un cercle connu. 



SYNTHÈSE. 



Après avoir mené le diamètre D AE, faites le rectangle AD x AH 
égal à l'espace donné, et (livre 3, prop. a , p. 1 14) décrivez un cercle 
BGFH,tel qu'une corde de ce cercle menée par A soit divisée à ce point 
dans le rapport de AE à AH; ce cercle est le lieu demandé. Car AE 
:AH;:AC:AB::ACxAC':ABxAC'; donc ACxAC'rABxAC 
::AExAD:AHxAD;mais AGx AC'=AEx AD; donc ABx AC 
:;=AHxAD = M. ' 

PROPOSITION VIL 

THEOREME. 

La grandeur d'un angle, son sommet, et le rectangle de ses cotés 
étant fixes et donnés , si l'extrémité de Tun des côtés parcourt une 
ligne droite donnée, celle de l'autre aura pour lieu une circonfé- 
rence de cercle déterminée. 

Le point A {fig. 7 ), l'angle BAC, et le rectangle AB x AC, sont 
constants ; si B parcourt la droite donnée B D , le lieu de C est un 
cercle connu. 

ANALYSE. 

Par A abaissez la perpendiculaire AD sur BD. Menez A E qui fait 
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avec A.D un angle égal à l'angle donné, et ùxi rectangle AD x AE, 
équivalent au rectangle donné ; tirez C E. 

Puisque AD est évidemment donné de position et de grandeur, 
il en est de même de AE; et le rectangle AD x AE étant égal à AB 
x AC, il en résulte que AD:AB;;AC:AE. Comme de plus Tangle 
DAB est égal à EAC, les triangles DAB et EAC sont semblables, 
d'où il suit que l'angle EAC est égal à ADB, c'est-à-dire à un angle 
droit ; donc le point C "parcourt un cercle, dont AE est le diamètre. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir abaissé la perpendiculaire A D , menez A E de manière 
que l'angle DAE soit égal à Tangle donné, et que le rectangle AD 
X AE éq[uivaille au rectangle donné; le cercle décrit sur AE comme 
diamètre est le lieu cherché. 

En effet tirez CE : les triangles DAB et EAC sont semblables, 

piiisqu'ils sont tous deux rectangles l'un en D , l'autre en C , et que 

de plus l'angle EAC est égalii BAP; donc AD:AB::AC:AE, et 

par conséquent le rectangle AB x AC équivaut à AD x AC , c'est-à- 

« dire au rectangle donné. 

PROPOSITION VIII. 

THEOREME. 

Si deux droites, dont les longueurs sont dans un rapport constant, 
se meuvent en s'appuyant toujours sur deu:!^ droites fixes données et 
en conservant la même direction, leur point d'intersection décrira 
une ligne droite déterminée. 

Le rapport de A B à A C (y^. 8 , /?/. 3 ) est constant , ainsi que les 
.angles ABD et ACD formés par ces droites avec les lignes fixes 
D E , D F ; le lieu du point A est une droite déterminée. 

ANALYSE* t 

Menez DA, et prolongez BA jusqu'à la rencoùtte de DF en G. Le 
//• SuppL i6 
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triangle DBG est dëterminé d'espèce , puisque les angles B et D sont 
donnes. Il en est de même du triangle AGC, et par conséquent le 
rapport de AC à AG est détermine; le rapport de AB à AG étant 
constant, il s'ensuit que celui de AB à A G, et celui de BG à AG, 
sont pareillement constants; il en est donc ainsi du rapport de BG 
à D G , et par conséquent du rapport de A G à D G. Comme de plus 
i angle en G est déterminé , on voit que le triangle A D G est déter- 
miné d espèce, d'où il suit que la ligne droite AD est fii(ée de 
position. 

SYNTHÈSE. 

Sur DE prenez up point quelconque H, et menez par ce point 
des droites HI et HL faisant avec DF çt DE de$ angles respec- 
tivement égaux aux. angles donnés; prolongea ensuite IH jusqu'en 

MH 

M d'une quantité M H;, telle quQ -g^ ^^^ ^** *^ rapport donné; 
cherchez une troisième proportionnelle I N entre I M et I H , et menez 
D N A ; cette droite est le lieu cherché. 

Car IM:IH::IH:IN, donc MH:IH::NH:IN ; mais ABîAG 
: :NH:IN, et à cause de 4a similitude des triangles ACG et HLI, 
AG:AC;:IH:HL, donc enfin AB:AC:;NHxm:INxHL::MH 
xIN:INxHL:;MH:HL, c'est-à-dire dans le rapport donné. 

PROPOSITION IX. 

THi^oaiM^. 

Trois droites qui concourent en un même point étant données de 
position, si une quatrième droite' les coupe sous une inclinaison 
constante, et de manière que le rectangle de son premier segment, 
par une droite donnée, soit égal à la somme des rectangles de son 
premier et de son second segment par des lignes données; le lieu du 
point d'où sont comptés les segments , est une droite déterminée. 

gwppwef qu* ABCO (/«^r») wwpe Içf 4roitw KFt^G rt EHaous 



ANALYSE Gl^OXiéTRIQUE. 123 

des angles donnes, et tellement que ABxKL:= ACxML+AD 
X NM; les droites KL, LM, MN étant données, le lieu du point A 
sera une droite déterminée de position. 

A^N A L ï s E. 

Puisque AC xML = ABx ML + BCxML, et que ADxNM 
= ABxNM+BDxNM, il s'ensuit que ABxKL = AB(ML+NM) 
+ BC X ML+BD X NM, et AB X KN = BC X ML+BD X NM. Pre- 
nez MO, de manière que BC:BD: :NM:MO, alors BC x MO = BD 
xMN,d'oùABxKN = BC (ML+MO) = BCxOL, et AB:BC 
: :OL:KN. Il suit de-Ià que. le rapport de AB à BC est déterminé; 
mais te triangle BCE étant connu d'e^ièee, ie report de BE à BC 
est donné, donc le rapport de AB à BE est connu ; et puisque l'angle 
compris ABE est donné, on yoit que le triangle BAE est déter- 
miné d'espèce , ce qui revient à dire que la droite A E est déterminée 
de position. 

&VNTHÈ&I. 

Ayant pris sur EH un point quelconque H, menez HGP sous 
rinclûiaison donnée; prenez MO de telle kmgueur que FG:FH 
: : N M : M O , et prolongez H F d'une quantité suffisante F I , pour que 
KN:OL::FG:IF; El est la droite cherchée. 

CarBC:AB::FG:IF::NK:OL,et ABxKN = BCxOL;mais 

BC:BD::FG:FH::NM:MO, donc BCxMO = BDxMN. Par 

conséquent AB x KN = BC x OL =BC ( M O + ML )= BC x ML. 

+BDxMN^BCxML+MN(AD--AB); d'où il résulte que AB 

X KL = AB X ML+BC X M L+AD X NM=AC xML+AD X NM. 

PROPOSITION X. 

THlSoRiME. 

Quatre droites qui concourent en un même point étant données 
de position , si une cinquième droite les coupe sous une inclinaison 
coj[istante et de telle manière que la somme des rectangles de son 

i6. 
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premier et second segment , par des lignes données , soit égale à la 
somme des -rectangles de son troisième et de son quatrième segment 
par d'autres lignes données, le point d'où sont comptés tous les 
segments , aura pour lieu une droite déterminée. 

Si ABCDE coupe les quatre lignes FG, FH, FI et FK (/^. lo ) 
sous un angle constant, et tellement que ABxMN-i- ACxNO 
= AD X OPh-AE X PQ, les quatre droites MN,NO, OP,PQ étant 
données, le point A parcourra une ligne droite déterminée de position. 



ANALYSE. 



Puisque AB x MN+AC x N0 = AD x OP+AE x PQ, il s'ensuit 
queABxMO+BCxNO = ABxOQ+BDxOP+BExPQ,etpar 
conséquent ABxMQ+BCxNO=:BDxOP-hBExPQ. Faites BD 
:BC:;NO:OR,et BD:BE::PQ:PS;alorsBDxOR = BCxNO, 
et BDxPS=BExPQ, d'où il résulte que ABxMQ+BDxOR 
= BDxOPh-BDxPS ou ABxMQ = BDxSR, c'est-à-dire AB 
: B D : ; S R : MQ. Le triangle BD F étant donné d'espèce, le rapport de 
AB à BF est déterminé, et comme de plus l'angle A BF est constant, 
il est clair que le triangle BAF est pareillement déterminé d'espèce, 
ou ce qui revient au même, que la droite A F est déterminée de 
position. ' . 

SYNTHÈSE. 

Après avoir pris sur FK un point quelconque K, menez KIHG 

SOUS l'inclinaison donnée; faites OR = — ^ — etPS= — ^ ^ ,et 

prolongez K G d'une quantité G L , telle queMQ:SR::GI:GL;FL 
e^t le lieu demandé. 

En effet BD:BC::GI:GH;:NO:OR, et BDxOR = BCxNO; 
de plus'BD:BE::GI:GK::PQ:PS, donc BDxPS=BExPQ; 
ensuite MQ: SR::GI:GL::BD : AB, donc ABxMQ = BDxSR. 
Ainsi ABxMQ + BCxNO==BDxSR4-BDxOR = BDxSO 
= BDxPS-+-BDxOP=BExPQ + BDxOP; en ajoutant aux 



ANALYSE G^OMl^TRIQUE. 1^5 

deux membres, le produit ABxOQ qui est égal à ABxNQ+AB 
X NO, ou à ABxPQ+ABxOP, on trouve à cause de MO== MN 
+NO, que ABxMN+ACxNO=ADxOP+AExPQ. 

PROPOSITION XL 

THEOREME. 

Une droite étant donnée de position , si deux autres droites la 
coupent sous des inclinaisons données et de manière à intercepter 
sur elle à partir de deux points fixes, des segments dont le rapport 
soit constant, le point de concours des droites mobiles a pour lieu 
une droite déterminée. AB et AC (y%-. 1 1 ) sont menées de manière 
que les angles ABF et ACF, et le rapport des segments BD, CE 
comptés à partir des points fixes D et £, soient constants; le lieu du 
point A est une droite déterminée. 

ANALYSE. 

Faites que F D soit à F E dans le rapport donné , et menez F A. 
Puisque FD:FE::DB:EC, il s'ensuit que FD:FE;:FB:FC; consé- 
quemment le rapport de F B à F C et celui de F B à B C sont déter- 
minés. Mais les angles FBA et FCA étant donnés, le triangle BAC 
est évidemment donné d'espèce; donc le rapport de AB à BC est 
donné; d'où il suit qu'il en est de même du rapport de FB à AB. 
Il résulte de-là que le triangle FBA est déterminé d'espèce, ou que 
la droite FA est déterminée de position. 

SYNTHÈSE. 

Après avoir pris le point F de manière que F D soit à F E dans le 
rapport donné, menez DG et EG taisant avec FI des angles respec- 
tivement égaux aux angles donnés, et joignez leur point de concours G 
avec F ; F G H est le lieu cherché. 

Pour le prouver, menez par un point quelconque A de FH, les 
droites AB et AC respectivement parallèles à D G et G E, et faisant 
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par consëqueDt avec F 1 des angles égaux aux angles donnée II auit 
de cette constraction que FG:FA:;FD:FB;:FE:FC^ du bien FD 
:FE;:FB:FC,et par conséquent DB:EC;:FD:FE; cest-à-dire 
dans le rapport donné. 

PROPOSITION XII. 

THléORÊME. 

Si par deux points donnés, on mené deux droites dont les lon- 
gueurs soient entre elles dans un rapport constant, le point de 
concours de ces lignes aura pour lieu une droite ou une circonfé- 
rence de cercle déterminée. 

AC et BC, menées par les points fixes A et B (y%*. la et 12 bis), 
sont dans un rapport déterminé ; le lieu du point de concours G est 
une droite ou une circonférence de cercle. 

Premier cas. Quand le rapport donné est celui d'égalité, le lieu 
de C^fig. 12, est une droite. 

ANALYSE. 

Prenez le milieu E de AB, et menez EC. Les triangles ACE et 
BCE, ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun^ sont égaux, ce 
qui prouve que l'angle AEC est égal à BEC, c'est-à-dire que EC est, 
perpendiculaire sur AB^ et par conséquent déterminée de position. 

■ 

La perpendiculaire EC élevée par le milieu de AB, est le lien 
cherché. Car si Ton mène, d'un peint quelconque C de cette droite^ 
deux autres lignes ayx points A et B , il est facile de voir qu'elles 
sont égales. 

Deu^cième cas. Quand le rapport donné n'est pas égal à l'unité , le 
lieu de C est une circonférence de cercle. ( Fig. if^bi^). 

ANALÏSB. 

Menez CD faisant avec BG un angle égal à BAC, et reneontraot 
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AB prolongée en D. Les triangles D AC et DCB qui ont Tangle en D 
commun , et les angles en A et en G égaux , sont semblables ; donc 
AD:AC;:DC:BC, ou bien AD:DC::AC:BC, c'est-à-dire dans le 
rapport donne. Mais AD:DG::DC:DB,donc ADestàBDen raison 
doublée du rapport de AD à DG, ou; ; AD'IDC'; ce dernier rapport 
étant donné, l'autre l'est donc aussi. Gonsëquemment BD et le point 
D sont déterminés ; d'où il suit que D G est aussi déterminé et con- 
stant , ce qui signifie que le point G est sur la circonférence de cercle 
décrite de D comme centre avec D G pour rayon. 



SYNTHÈSE. 



Partagez A B dans le rapport donné au point E , et prenez le point D 
de telle manière que ED soit à BD dans ce même rapport; le cercle 
décrit de D comme centre avec D £ pour rayon , est le lieu demandé. 

En effet, puisque AE:BE;:ED:BD, on a, AD:ED ouDG:;ED 
ou DG:BD ; ainsi les triangles D AG et DGB, ayant un angle com- 
mun compris entre des côtés proportionnels ^ sont semblables, et A G 
:BC;:AD:DGouED, c'est-à-dire dans le rapport donné. 

Scholie. Puisque, dans le second cas, AG:BG;:AD:ED,on voit 
qu'à mesure que le rapport de A G à B G s'approchera de l'unité , 
le centre D s'écartera de plus en plus de A et de E , et le point E 
tendra continuellement à se confondre avec le milieu de AB; à la 

A P 

limite y c'est-à'-dire quand ^ sera égal à Tunité ^ Tare E G se confon- 

avec sa tangente qui sera alors une droite perpendiculaire sur le 

milieu de A B. Cki voit par^là que le premier cas peut Qtre déduit du 

second. 

PROPOSITION XIIL 

THEOREME. 

Si un point mobile est ^sujéti à ^cette condition que le quarré de 
sa distance à un point Ûx.e donné, équivaille au reokangle d^ sa distance 
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à une droite fixe et d une autre ligne donnée , le lieu de ce point est 
une circonférence de cercle déterminée. 

Le point A et la droite CD {/ig. i3) sont dans une position déter- 
minée ; on suppose que le quarré de B A soit égal au rectangle de la 
perpendiculaire BC et de la droite K; il faut prouver que le lieu 
Ae B est une circonférence de cercle déterminée. 

ANALYSE. 

Menez DFA parallèle à CB, faites AO=;=: 7 K, prenez le milieu 
de A O en G, tirea^ BO, et abaissez la perpendiculaire BF. 

Puisque G est le milieu de A O , OB' — OF ou ÏB^" — ÔF" = a AO 
X GF = K. GF ; mais aF = K. BC=K x DF, donc ÔF=K. DG. 
Comme DG est donné, OB est déterminé; et une des extrémités O 
de cette droite étant déterminée , l'autre doit -être située sur la cir- 
conférence BB'H, 

SYNTHÈSE. 

Apres avoir mené DA parallèle à CB, faites AO = 7 K, A G 
= 7 AO, et OH = V/kTdg ; le cercle décrit de O comme centre 
avec O H pour rayon , est le lieu demandé. 

Car ÔF — aF ou ÂB'' — oF'=!2i AO x GF = K x G F; et comme 
par construction OÎP pu oF=K x D G, il s ensuit que aF=K x DF 
= KxBC. 

Corollaire. Si le point donné A est situé sur D C , c'est-à-dire s'il 
coïncide avec D, alors DG = ^ K et OH = 7 K, c est-à-dire que le 

» 

cercle passe par D ; dans ce cas A B est une corde \ et son quarré est 

égal au rectangle du segment D F, et du diamètre K , ce qu'on sayait 

lâ priori. 

PROPOSITION XIV. 

PROBLEME. 

3i par deux points donnés on mène deux -droites qui se coupent ^ 
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et qui soient telles que la différence du quarré de Tune et d'un espace 
donne , soit en rapport constant avec le quarré de Tautre , le lieu du 
point de concours de ces droites est une circonférence de cercle 
déterminé. 

Soient A C et B C {fig. 1 4 ) les deux droites mobiles , et supposez 
que le rectangle AC x AD équivaille à l'espace donné; alors si la dif- 
férence entre le quarré de A C et ce rectangle , est dans un rapport 
déterminé avec le quarré de BC, le lieu du point C sera une cir- 
conférence déterminée, 

ANALYSE. 

Faites que A E soit à BE dans le rapport donné, menez CE et B.D, 
prolongez C B jusqu'à la rencontre de la circonférence de cercle cir- 
conscrite au triangle ADB, et menez A F, 

Le rectangle ACxCD étant égal à FCxBC, il s'ensuit que FC 

^- . 

X B C est au quarré de B C ou que F C est à B C dans le rapport de 
AE à BE; par conséquent A F est parallèle à CE, et l'angle ECB 
est égal à A F B , i^'est-à-dire à B D C. Par les points C , D , B , faites 
passer un cercle qui coupera A B en G, et menez CG et D G; alors 
le rectangle B A x A G est égal àCAxADouà l'espace donné , d'où 
il suit que le point G est déterminé, ainsi que AG. On voit aussi 
que l'angle CD B ou ECB est égal à CGB; donc les triangles BEC 
etCEG sont semblables, et GE:C E ; :CE;BE; d'où CÊ^=GE x BE. 
Ce dernier résultat prouve que C E est une ligne déterminée, et con- 
séquemment que le lieu du point C est un cercle dont E est le centre. 

SYNTHESE. 

AE 

Faites le rectangle A B x A G équivalent à l'espace donné , et ^ 

égal au rapport donné; prenez une moyenne proportionnelle EH 

entre GE et BE; le cercle décrit de E comme centre avec le rayon 

EH est le lieu demandé. 

Pour le démontrer , par les points A, D , B et par les points C, B , G, 
//• SuppL 17 
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faites passer des cercles , prolongez C B jusqu'en F , et menez A F, 
CG,DG. Puisque GExBE = HË^, GE:HE ou CE::HE ou CE 
:BE, et par conséquent les triangles GEG et GEB sont semhlables, 
d'où il suit que les angles EGO et ECB sont égaux. Mais EGC 
=CDB = AFB, donc ECB = AFB, et les lignes CE et AF sont 
parallèles. Par conséquent AE:BE: :FC:BC: :F C x BC ou AC x CD, 
ou AC (AC — AD):bc^. Or AD x AC = AB x AG=l'espace donné; 
ainsi la différence entré le quarrë de A C et cet espace, lequel est 
égal à A C X A D , est au quarré de B G dans le rapport donné de 
AEàBE. 

Scholie. Le théorème précédent étendu à ses cas extrêmes, com- 
prend plusieurs propositions particulières. Ainsi , en supposant que 
le rapport donné soit égal à Tunité , l'espace donné sera équivalent 
à la somme ou à la différence des quarrés de AC et BC, selon que 
cet espace sera plus grand ou plus petit que AC' Quand il surpasse 
le quarré de; AC , le centre E coïncide avec le milieu de AB;, comme 
dans le premier cas de la dix-septième proposition de ce livre , page 
iSa. Mais quand le quarré de AC excède l'espace donné, le rapport 
de AEà BE étant celui d'égalité, le centre £ qui est alors au-delà 
de B, doit être situé à une distance infinie, et par conséquent l'arc HC 
se confond avec sa tangente qui est perpendiculaire sur le milieu de 
GB, comme dans la proposition suivante. 

De plus si l'espace donné est supposé nul , alors le rapport de AC* 
à BC* est donné, et par conséquent celui de A C à BC Test aussi ; dans 
ce cas , A G est nul , le point G coïncide avec A , et le jcentre et le 
rayon 4,)if cercle^ cherché sont déterminés de la même manière que 
dans la proposition 1 2 , page 1 26. 

PROPOSITION XV. 

THEOREME. 

Si par deux points fixes donnés on mène deux droites qui se 
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coupent de manière que la diffërence de leurs quarrës soit constante , 
leur point de concours décrit une ligne droite déterminée de position. 
Les droites AC et BC {^fig^ î5) , menées par les points A et B, sont 
telles que la différence de leurs quarrés est constante ; le lieu de leur 
point de concours G est une droite déterminée. 



ANALYSE. 



Abaissez la perpendiculaire CD sur AB, et prenez le milieu de 
AB en Ë. Il est clair que ÂC* — 5C' = aABxED, donc le rectangle 
ABxËD^et par ' conséquent son côté £D, sont déterminés; ainsi 
le point D et la perpendiculaire C D sont également déterminés ; 
d'où il suit que C D est le lieu cherché. 



STNTHISSE. 



Prenez le milieu E de AB, et faites le rectangle a AB x ED équi- 
valent à l'espace donné ; la perpendiculaire D.C est le lieu demandé. 
Car ÂC' — BC" =ABx2ED= l'espace donné. 

PROPOSITION XVI. 

L E M M E* 

Si sur une droite AB {fig. i6 ), partagée au point C en deux par- 
ties telles que BC == /i x AC, on prend un point quelconque D', on 
aura Téqu^ation /ix ad"'+bF = ABxBG-h(/i+ï)cB^. j 

Pour le démontrer décrivez sur AB'un demi-cercle, et élevez la 
perpendiculaire CE, menez AE , B£ , et la droite D F parallèle à C E 
qui rencontre AE en F; tirez BF. 

L'angle AEB étant droit, AC:CE;;CE:BC, et conséquemment 
AC:BC;:aC":ces mais BC = /ix AC,ddnccE' = /ix AC\ De plus 
AB:ÀE;:AÈ:ÀC, et AB:AC::aE':âc^, et puisque AB = (/^-m) 
AC, il faut que ÂE' = (7iH- 1) A(?. Maintenant C E et DF étant pa- 
rallèles, CE:DF;:AC:AD, et cF;dp;:â(?:ad^; or CE- = /iAC', 

17- 
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donc DP = 71 ad"*. Mais B& = ABxBC, et comme les triangles 
BDF et DEF sont rectangles, bd"' 4- DF'==bF'==b1^ -f-ÊP==Bl? 
+CU'+ (EC— FD)*; d'où Ion déduit par substitution, n aFh-BD^ 
= ABxBC-i-(/i+i)cD». 

PROPOSITION XVII. 

THEOREME. 

Si , par plusieurs points fixes donnes ^ on fait passer des droites 
terminées toutes à un même point , et telles que la somme de leurs 
quarrés est constamment égale à un espace donné, ce point de 
concours aura pour lieu une circonférence de cercle déterminée. . 

Premier cas. Quand les points donnés sont seulement au nombre 
de deux. 

Supposez que les droites AP et BP {fig. 17 ) menées par les points 
A et B, soient telles que la somme de leurs quarrés équivaille tou- 
jours à un espace donné ; le lieu de leur point de concours est une 
circonférence déterminée. 

ANALYSE. 

Prenez le milieu de AB en O^ et menez OP. On aura aP-I-bF 
=2 ÂÔ»+ 2 ÔF; ainsi aÔ*4- OP* est déterminé ; mais AO et son quarré 
étant déterminés, le quarré de la ligne OP et cette ligne elle-même, 
le sont aussi ; donc le lieu de P est une circonférence de cercle dont 
O est le centre et O P le rayon. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le milieu O de AB, cherchez une droite À F doût le quarré 
soit égal à la moitié de Tespace donné , et faites OE* = A F* — ACF ; 
le cercle décrit du centre O avec le rayon OE est le lieu demandé. 

Car ÂP» + bF = 2 aO' -f- OP' = aïO' + 20I* = aAP = l'espace 
donné. 

Deuxième cas. Quand les points donnés sont au nombre de trois. 
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Les droites AP, BP, CP, meDees par les points A, B^C pétant telles 
que la somme de leurs quarrés est constamment égale à un espace 
donné, le lieu du point de concours P est une circonférence de 
cercle déterminé. {Fig. 17 his). 



ANALYSE. 



Prenez le milieu de AB en E; AP+BP* = laAE'H-aÊP ; par consér 
quent AP+BF+CP'== aÂl'-l-aÊP + CP. Maintenant aÂF'zzirAB 

xBE; et de plus, si Ton abaisse la perpendiculaire PF sur EG, il 
est clair que 2 ÊP* = a EP+2 PP, et CP- = PF'-f-cF. Par conséquent 
ÂP+BPH-cF==AB X BE4-3pF+2ÈP-4-cF. Prenez EO le tiers de 
EC, et menez PO; en vertu du lemme précédent, aÊF'+CF'=EC 

X CO + 3ôP- Ainsi 7nF+ BP + CP = AB x BE + EC x CO-h3pT' 
+3ôP = ABxBE + ECxCO + 3 PÔ^. Or les points E et O sont 
évidemment déterminés; il en est donc de même des rectangles AB 

xBEetECxCO;il suit de-là que 3ÔP et OP sont pareillement 
déterminés. Donc le point P a pour lieu la circonférence décrite de O 
comme centre avec le rayon O P, 



SYNTHÈSE. 



Prenez AE = 7 AB, E O = i EC , et cherchez une droite OP telle 
que son quarré soit égal au tiers de l'excès de l'espace donné sur la 
somme des rectangles ABxBE etECxCO; lé lieu cherché est un 
cercle dont O est le centre , et P O le rayon. Car 3 Pô» = 3 Fp+SÔP», 
ou 3pô'-hECxCO = 3PF^-i- ECxCO + 3ôF'=3pF+2ÊF- 
+ CP ( lemme ) = 2 pF + PP+CF = 2 PP + CP ; par conséquent 
l'espace donné ou 3pô"'+ABxBE4-ECxCO = 2AE'-f-2FÊ*4-CP 

= ÂP+BP4-CP. 

Troisième cas. Quand les points donnés sont au nombre de quatre. 
Les droites AP, BP, CP, DP (y^^. 17 ter. ) , menées par les points 
A, B, C, D, étant telles que la somme de leurs quarrés est constam- 
ment égale à un espace donné, le lieu de leur point dé concours 
est une circonférence de cercle déterminée. 
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ANALYSE. 

Prenez AE = 7 AB, EF = TEC,et menez PE et PF. Il est clair, 
d'après ce qui a été démontre pour le cas précédent, que AP'+BP 
h-cp = ABxBE + ECxCF + 3pF; doù aF + bf + cph- dp 
= ABxBE+ECxCF+3 PF^ + dT\ Abaissez la perpendiculaire P G 
sur DF, et vous verrez que l'espace donné est égal à ABxBE+EC 
xCF+3pg*+3fG'+PG'4-DG'; par conséquent 4pG'+ 3 fG'+DG^ 
équivaut à un espace déterminé. Faites FO = ^DF, et menez PO; 
alors, par le lemme, 3fg^+DG^=FD x.DO+4oG^.DoncFD x DO 
+ 4 ÔG'-h 4pg* = F D X DO-4-4po% équivaut à un espace déterminé ; 
donc 4^0"' et PO sont déterminés. Comme d'ailleurs le point est 
donné , on voit que le lieu de P est un cercle qui a pour centre O , 
et P O pour rayon, 

SYNTHÈSE. 

Faitçs AE = i AB, EF == | EC , et FO = ^^ FD. Cherchez ensuite 
le côté d'un quarré équivalent à l'espace donné diminué de AB x BE 
+ECxCF+DFxOD, et avec la moitié de ce côté pour rayon, 
décrivez, de O comme centre, une circonférence de cercle, qui sera 

le lieu cherché. 

* • 

En effet menez IfE,.RF,,PO, et abaissez la perpendiculaire PG 

WrDF; alors Fp,xD0474Pp^==>FD xj^ 9+4 ÔG^+4 
4- DG* H- 4 Ç^' == 3 FG* + 3pG' .+ ÊTF = 3 PF' -h DP*. Par conséquent 
AB xBE +, EÇ X ÇF + 3pp -*- DP*» équivaut à l'espace donné. Mais, 
d'après ce qui a été démontré dans la synthèse du cas précédent, il 
est clair que ÏÛF+BF + ÇP^== ABxBE M-EC xCF + 3pF; donc 
ÂP'+BP"+CP'4-Bn?' équivaut à l'espace donné. 

En poursuivant ce mode de démonstr^ition , il est facile d'étendre 
successivement la proposition à un nonibre quelconque de points 
donnés. 

Scholie. La propriété qui vient d'être démontrée est susceptible 
d'être généralisée. Ainsi quand l'espace donné , au lieu ^ d'être égal à 
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la somme des quarrës des lignes droites mobiles, équivaut à la somme 
de différents multiples de ces quarrés, le point de concours de ces 
droites a encore pour lieu une circonférence de cercle. 

On conçoit d'autres droites dirigées du point P vers les centres 
Â^ B, G... , et sur ces droites d'autres cei^tres dont les quarrés des 
distances au point P étant multipliés par des coëfiiciens donnés ^ soient 
respectivement égaux aux quarréis des premières distances P A , P B , 
PC... Mais cette propriété peut être rendue plus claire à Faide d'une 
simple extension du lerame^page i3i. Soient AP etBP {fig.iQbis) 
deux des droites mobiles qui passent {iàr les points fixes A et B; 
prenez O B = a; x O A ; alors , menant P O et la perpendiculaire P L , 
il a été prouvé que a; x A L* -+-BL'=AB x BO-h(i;-f- 1)01?; ajoutant 
de part et d'autre {v+i) pp, il est clair que v(J1}+9ÏF)+bV+VÏ} 
=zv. AP^^BP» = ABxBO +(i;+i)âP. Multipliez les deux mem- 
bres par n et supposez nv=^m^ vous trouverez que m. ÂP+t^.BP' 
= /i. AB X B 0+(/i+to) OP". Par des applications répétées de ce prin- 
cipe , on peut démontrer que m.AV^ + n.B P' +p. C P' + ç'. D P» H- etc. 
= (to + 7H-/? + 5' + etc.) oF + certains ïnultiples de rectangles don- 
nés; conséquemment le point de conCoùlrs a'pour lieu une circonfé- 

* ^ — * 

rence de cercle dont le centre est O, et le rayon OP. Mais la pro- 
priété doit subsister si oh divise tous ces multiples de quarrés par le 
même nombre, c*ést-à-dire si , au lieu des quarrés des lignes mobiles , 
on considéré les figures semblables construites sur elles. Si l'espace 
donné est égal à la somme des rectangles, le cercle se réduit à un 
point, puisque OP devient nul, et au-delà de cette limite, la pro- 
position est impossible. Il est également visible que le centre O et le 
rayon O P resteront les mêmçs dans quelque ordre qu'on effectue les 
constructions nécessaires pour obtenir la situation du centre (i). 



(i) En examinant atCentiTemeut ces constructions , il est aisé de s'apercevoir que 
le centre du cercle cherché est en même temps le centre de gravité du système 
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DES PORISMES. — DÉFINITION. 

Le porisme a pour objet de démontrer qu'on peut trouver plu- 
sieurs quantités telles qu'une certaine relation déterminée ait lieu 
entre ces quantités , et une infinité d'autres qui sont prises suivant 
une loi donnée. 

Le porisme suppose qu'il y a des conditions qui rendent un pro- 
blême indéterminé , c'est-à-dire susceptible d'une infinité de solutions. 

PROPOSITION XVIII, 

pORISME. 

Trois points étant donnés, on peut en trouver un quatrième tel 
qu'^n y faisant passer une droite quelconque, la somme dés distances 



des différents points fixes donnés. Cette propriété curieuse est énoncée dans le beau 
traité d^Huygens, intitulé Horologium oscUlatorium ^ et elle lui fournit un exemple 
pour appliquer le principe de la conservation des forces vives qui est si important 
à considérer dans l'action des corps les uns sur les autres. 

La proposition intéressante que Tauteur vient de démontrer^ peut être établie 
dune manière' fort simple dans toute sa généralité par la géométrie analytique. En 
effets soient (a, 6)9 (a'> V^y{a!\V^ )^ etc. , les coordonnées des points fixes donnés; 
(x,^) celles de lun des points du lieu cherché, ^im^n^p^ etc. les multiples don- 
nés. Il est clair que les quarrés des lignes que l'on considère sont (^— «)'+(/•— ^)% 
(x— fl')'H-(^— i')% etc., et comme par hypothèse, la somme des multiples de ces 
quarrés doit être égale à un espace* déterminé, il s'ensuit que l'équation du lien 
cherché est ' 

+ n{x-a^)-^n{j-Vy I 

> ""^ const. 

+ etc. , + etc. 

A la seule inspection de cette équation , on reconnaît que les coefficients de x" 
et de^ sont égaux, et par conséquent le lieu est une circonférence de cercle. 

C. 
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de cette droite aux deux premiers points donnés, soit égale à sa 
distance au troisième. 

Soient A, B, C, {fig^ 1:8 ) les trois points donnés; on peut trouver 
un quatrième point D tel qu'une droite quelconque HDI étant menée 
par ce point, la somme des perpendiculaires AH et BI, soit égale à 
la perpendiculaire CG. 



ANALYSE. 



Par le point D, menez CDK; abaissez sur cette droite les deux. 
perpendiculaires AK, BL^ et menez AB qui rencontre KG en E. 

D'après la propriété dont jouissent les droites qui passent par le 
point D, il est clair que les distances AK et BL de. la droite CD K 
menée par le point C aux deux points restants A et B , doivent être 
égales. Ainsi les triangles rectangles AEK et BLE sont égaux, et 
par conséquent AE = BE; donc le point E est déterminé, puisqu'il 
est le milieu de AB. Menez à-présent la perpendiculaire EF; il est 
évidpntque !aEF = AH+BL De plus, CG et EF étant parallèles, 
CD:DE::CG:EF, et CDr^DE.iCGraFE ou AH-hBI; mais, par 
hypothèse CG= AH+BI, donc CD = aDEJ, et comme CE est dé- 
terminé, le point D Test aussi. 

SYNTHÈSE^ 

Faites'AE=7 AB, et ED=tEC; D est le point cherché. 
En effet abaissez la perpendiculaire EF. Puisque CG et EF sont 
parallèles, CD:DE::CG:EF; mais CD = aDE, donc CG = aEF 
= AH-hBI. 

Le porisme qui vient d'être démontré peut être regardé comme 
provenant de la solution de ce problême, Mener, par le point M, 
une droite MN telle que la somme des perpendiculaires AH et BI, 
abaissées sur cette droite des points A et B, soit égale à la perpen- 
diculaire C G menée par C du côté opposé. Le point D se trouve 
comme précédemment, et la position de MND est déterminée. Mais 
//• Suppl. 18 
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la direction de cette droite serait tout-à*fait indéterminée, s*il arrivait 
que le point M coïncidât avec D ; dans cette supposition , le pro- 
blème admettrait une infinité de solutions (i). 

PROPOSITION XIX. 

PORISME. 

Un cercle et une droite étant donnés, on peut trouver un point 
tel que toute droite qui y passe et qui est terminée par le cercle et 
la droite, est divisée au point cherché en deux segments dont le 
rectangle est: déterminé. 

La droite AB {fig- ^9iP^' 3 ), et le cercle HDF sont donnés de 
position; on propose de déterminer un point F qui divise une droite 
quelconque EDF en deux segments comprenant un rectangle dé- 



terminé. 



ANALYSE. 



Par F menez H F G perpendiculaire à AB. En vertu de Thypothèse, 
le rectangle HF x FG est aussi égal à l'espace donné, et par consé- 
quent à FDxFE; donc DF:HF::FG:FE. Les triangles DFH et 
GFE ayant ainsi un angle égal chacun à chacun compris entre des 
côtés proportionnels , sont semblables ^ et l'angle F D H est égal à 
FGE, c'est4i-dire à un angle droit; donc HDF est un demi^cercle 
qui a HF pour diamètre. Le centre C étant donné, la perpendiculaire 
H C G est aussi donnée, et par conséquent le point F est déterminé. 

(i) Il est à-^propoft de remarquer qae le point cherché D est le centre de gra- 
vité du système des trois points A , B , G considérés comme des points matériels 
pesants. C'est ce qui resuite de la manière dont on obtient le point D; mais cela 
peut être démontré a priori d'après la propriété de ce point. Car il résnlte évidem- 
ment de celte propriété que la «omme des moments de A , B, C est nulle par rapport 
à tout axe .passant par D, ce qui est, comme on sait, la propriété caractéristique 
d'un centre de gravité. 

(Note du traducteur,) 



y 
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Les points F, G, H étant détermines, il en est de même du rectangle 
HFxFG. 

SYNTHESE. 

Du centre G abaissez sur AB la perpendiculaire UCFG qui ren- 
contre la circonférence en F; ce point F jouit de la propriété, que 
si Ton y fait passer une droite quelconque terminée à la circonfé- 
rence et à A B, ses deux segments comprendront un rectangle 
déterminé. En effet menez DH; les triangles FGE et FDH sont 
semblables; donc FG:FE:;FD:FH, d'où FExFDsirFGxFH 
^= un rectangle déterminé. 

Ce porisme peut être considéré comme provenant de la solution 
de ce problême. Par le point M, mener une droite DMFE telle que 
le rectangle de ses segments DF et FE soit ^al à un rectangle dé* 
terminé. Le point F étant trouvé comme ci-devant, la droite DME 
est entièrement déterminée. Mais quand le point donné M se trouve 
coïncider avec F, la droite DE n'a plus de position déterminée , c'est- 
à-dire qu'elle satisfait aux conditions du problême, dans quelque 
direction qu'elle soit menée. 

PROPOSITION XX. 

» 

POKTSME. 

Un cercle et un point étant donnés , on peut trouver un autre 
point tel qu'en menant de ce point et du premier, deux droites à un 
point quelconque de la circonférence, ces deux droites soient tou- 
jours dans un rapport donné. La circonférence ECF et le point A 
étant donnés, on peut trouver un point B {^fig* lio) tel que les droites 
AC et BC, menées au point C de la circonférence ECF, soient entre 
elles dans un rapport déterminé. 

ANALYSE. 

Menez AB qui rencontre le cercle en E et F; tifex CE, CF, et 

i8. 
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prolongez AC. Puisque les points E et F sont sur la circohférence , 
il résulte de l'hypothèse que AC:BC: : AE:BE, et AC:BC: : AF:FB- 
U suit de-là que CE divise en deux parties égales Tangle ACB, et 
qu'il en est de même de C F par rapport à l'angle adjacent B CD ; par 
conséquent l'arc ECF est un demi*cercle. Ainsi la droite qui passe 
par le centre O, est déterminée de position. Maintenant, puisque 
AF:FB;:AE:EB ou bien AF:AE::FB:EB, il s'ensuit que EF 
étant divisée extérieurement et intérieurement dans le même rapport, 
EO est une moyenne proportionnelle entre AO et BO, ou EÔ'=AO 
;xBO. Mais AO et EO sont -donnés, donc BO et le point B.sont 

» 

déterminés. De plus, puisque AO:EO::EO:BO, il est clair que 
AE:EB:;EO:BO, c'est-à-dire que les droites menées par A et B 
à la circonférence , sont entre elles , dans un rapport déterminé , égal 



. EO 
^ BO* 



SYNTHESE. 



, Menez A F par le centre du cercle donné, et faites AO:EO;;EO 
:BO; B est le point cherché. En effet tirez CO. Puisque EO = CO, 
il s'ensuit que AO:CO.:CO:BO;ce qui prouve que les triangles ACO 
et B C O qui ont en outre un angle commun en O , sont semblables ; 
donc AC:BC;;AO:CO, c'est-à-dire dans un rapport déterminé. 

Ce porismé dérive évidemment du théorème qui forme la douzième 
proposition de ce livre, {voyez pa^e 126). 

PROPOSITION XXL 

PORISME. 

Un cercle et une droite étant donnés , on peut trouver un point 
tel que toute droite menée par ce point à la ligne donnée, soit 
moyenne proportionnelle entre les deux segments interceptés par 
la circonférence et la droite données. 

Soient donnés la droite AB {fig. 21) et le cercle HKF; il est 
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possible d'assigner un point D^ par lequel^ si Ton mène une droite 
quelconque FDC, la partie CD soit moyenne proportionnelle entre 
les segments CE et CF. 



ANALYSE. 



Par D abaissez la perpendiculaire IDG sur AB, et menez les 
droites CI, HK. Puisque CE:CD::CD:CF,CD= = CExCF=CK 
xCI; comme GI passe par le point D, il faut que GH:GD::GD 
GI, c'est-à-dire que gd» = GHx GI. Mais Cl5' = CG'-hDG', donc 
C K X C I = CG* + GH X GI ; retranchez ces deux membres de ceux- 
ci; cp=CG^+gT, il restera CIxKI = GIxHI; d'où CI:GI;:HI 
:KI, et par conséquent les triangles CIG et HIK, qui ont en outre 
uri angle commun I , sont semblables. Ainsi Tangle H K I étant égal 
à CGI, est droit, et par conséquent HI est un diamètre; donc GI 
est déterminée de position, et comme les points G, H, et I sont 
donnés, le rectangle GH x GI ou le quarré de GD est déterminé; il 
en est donc de xnême du point D. 

SYNTHÈSE. 

Par le centre O, abaissez la perpendiculaire GOI; et prenez une 
moyenne proportionnelle GD entre G H et GI; D est le point cher- 
ché. Car CExCF = cô^ — hTJ'==cG^ 4- GÔ^ — ïro^=C(? + GH 

xGI; maisGDr' = GHxGI, donc CExCF= cg"»+GD"' = CD^. 

Ce porisme peut être regardé comme dérivé du problême suivant : 
« Par un point P, donné sur le diamètre d'un cercle , mener à là 
perpendiculaire AB une droite. CLP M telle que le rectangle des seg- 
ments CL et CM, soit égal au quarré de GN. :» CLxCM=CK 

X CI = CP — CI X Kl ; mais cï* = CG^+GP, et CI x K I = G I x HI; 
donc CL X CM = CG'+GI x GH, et si l'on fait gF = GI x GH , il 
est clair que CLxCM=cG'-hGD'= CD", et conséquemraent CD' 
= GN% et CD=±=GN. La droite CD et le point D étant déterminés, 
le point C l'est donc ainsi que la droite CLP M. Le problême est 
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résolu alors en cherchant une moyenne proportionnelle G D entre G H 

et G I, et décrivant de D comme centre avec un rayon égal à GN, un 

cercle qui rencontre la perpendiculaire A B en C. On voit par-là que 

la position du point C ne dépend nullement ae celle du point P. Si 

donc PL M coïncide avec CEF, on aura CExCF = GN^ = CD^, et 

cette propriété aura lieu quelle que soit la position du point C sur 

la droite AB. 

PROPOSITION XXII. 

PORISHE* 

Un point étant donné sur le diamètre d'un cercle donné, on peut 
trouver un autre point dans le prolongement de ce diamètre, tel que 
Fangle formé par deux droites menées de ce point aux extrémités 
d'une corde quelconque qui passe par le point donné, soit divisé en 
deux parties égales par le diamètre. 

Sur le diamètre FH ^fig. sta) d'un cercle donné, soit fixé un point 
A par lequel on mène une corde quelconque BAC ; on peut trouver 
un point D dans la direction de ce diamètre, tel que l'angle ADC 
soit égal à A D B, 

ANALYSE. 

Tirez les droites E B , EO et B O. Les triangles E O D et B O D sont 
égaux , puisqu'ils ont le côté E O égal à B O , D O commun , l'angle 
ODE égal à ODB, et qu'ils sont tous deux de même espèce, vu que 
les angles DEO et DBO sont égaux l'un à l'autre. Donc l'angle 
EOG est égal à BOG. Il suit de-là que les triangles EOG et BOG 
sont pareillement égaux , ce qui montre que EB est perpendiculaire 
au diamètre FH. Par conséquent (i) FA:AH;:FD:DH; le rapport 

(i) tairez leA droites CF,CH, et la droite IRK parallèle à Cf ou perpendicu*^ 

laii*e^à^CH. Les angles ECF et FCB éunt égaux, les angles CIK et CKI sont aussi 

égaux, et on a H'K^=:HI. Les triangles semblables GAF, HAR donnent CF:HK 

ou HI:: AF:AH. A ôâuse de» parallèles CF, Kl ; CFrHI:: DF:DH; donc AF 

:AH::DP:DH^ 
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de F A à AH étant donné, celui de FD à D A Test de même ; d'où il 
résulte que le point D est déterminé. 



SYNTHÈSE. 



Si vous prenez un point D tel que OA:OH: ;OH:OD, ce sera le 
point cherché. Pour le prouver, menez OC et OB. Puisque OH 
= OC,OA:OC:;OG:OD; donc les triangles AOCetCOD ayant 
un angle égal chacun à chacUn compris entre des côtés proportion- 
nels , sont semblables , et par conséquent l'angle O C A est égal à 
O D C. On ferait voir , de la même manière , que l'angle O B A est égal 
à ODB. Mais le triangle BOC étant isocèle, les angles OC A et 
OB A sont égaux ; donc il en est de même des angles ODC et ODB. 

Ce pori3me dérive encore de la proposition 12, page 126, dans 
le cas particulier où les deux points donnés coïncideraient avec deux 
points de la circonférence déterminée par le rapport donné. Car si 
AC,DCetAB,DB sont dans le même rapport, il est clair que AC 
:AB;;DC:DB, et conséquemment l'angle BDC est divisé en deux 
parties égales par la droite DA. 

PROPOSITION XXIII. 

PORISME. 

Un point étant donné sur la circonférence d'un cercle , on peut 
trouver un autre point tel que deux droites menées par ce point et 
par le premier à la partie opposée de la circonférence, retranchent 
sur une corde donnée, des segments dont les rectangles soient entre 
eux dans un rapport connu. 

Supposez que le cercle AD BÈ (^g-.ra3), le point A, et la corde DE, 
soient •donnés ; il existe un autre point C tel que la droite AB et la 
droite CB menées à un point quelconque B de la circonférence, dé- 
terminent sur DE des segments, dont les rectangles DGxFE et 
DFx GE, sont entre eux dans le rapport donné de KM à LM. 
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ANALYSE. 

m 

Menez la droite CA, et prolongez-la jusqu'à la rencontre de 
ED en H. 

Puisque KM:LM::DGxFE:DF x GE, il s'ensuit que KL:LM 
::DGxFE— DFxGE:DFxGE; mais DGxFE — DFxGE 
= (DF+FG)(GE+FG) — DFxGE = FGxDE;doncKL:LM 
;:FGxDE:DFxGE. Prenez sur DE un point H tel qu'on ait KL 
:LM::DE:DH, alors KL:LM::FGxDE;FGxDH, et par consé- 
quent FGxDH = DFxGE; en ajoutant aux deux membres de 
cette équation le rectangle DFxFG, on en déduit que FHxFG 
=:DFxFE = AFxFB. Donc FH:FB::AF : F G , d'où il suit que 
les triangles A F H et G F B sont 3emblable3 , et que l'angle A H F est 
égal à F B G ; mais l'angle A H F est donné , puisque les points A , H 
et D sont déterminés, donc la droite AC est aussi déterminée, puis- 
qu'elle doit sous-tendre un segment capable d'un angle déterminé 
FBG ou ABC; ainsi la position du point G est fixée. 

SYNTHÈSE. 

Prolongez la corde ED jusqu'en H d'une quantité telle que DE 
DH; :KL:LM, menez H A, et en un point quelconque B de la cir- 
conférence, faites l'angle ABC égal à AHF, C est le point cherché. 

Car , les triangles A F H et G F B étant évidemment semblables , 
FH:FB::AF:FG, d'oii FHxFG= FBxAF = DFxFE; par 
conséquent FH x FG — DF x FG = D F x FE— DF x FG, ou bien 
FGxDH = DFxGE. Mais, d'ailleurs, KL:LM;:DE:DH::FG 
xDE:FGxDH^donc KL:LM;:FGxDÎE:DFxGE; par consé- 
quent KM:LM;:FGxDE+DFxGE:DFxGE , ou à cause de 
FG=DG— DF,DE = DG+GE;KM:LM::DGxFE:DFxGE. 

Le porisme qui vient d'être démontré ,^ dérive naturellement de ce 
problême , par deux points donnés A et C , dont l'un est sur la cir- 
conférence d'un cercle donné, mener à cette circonférence deu? 
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droites ÂB et Cfi qui interceptent sur la corde DE des segments dont 
les rectangles DGxFEetDFx GE , soient entre eux dans un rap- 
port donné. Si l'on prend le point H comme ci-devant , l'analyse du 
problème montrera que l'angle ABC doit être égal à AHF. Donc, 
en décrivant sur A G un segment capable de cet angle, le contact ou 
rintersection de ce segment avec le cercle donné, déterminera la 
position du point B. Mais il est clair que si le point G est aussi sur 
la . circonférence , les deux cercles se confondront , et le problême 
deviendra susceptible d'une infinité de solutions. 

PROPOSITION XXIV. 



PORISM E. 



Si par deux points donnés on mène à l'une de deux lignes don- 
nées , deux droites qui coupent l'autre ligne en deux points ^ on peut 
trouver sur cette seconde ligne deux points fixes , tels que le rectangle 
de leurs distances aux points d'intersection, soit égal à un rectangle 
assignable, qui restera le même quelle que soit la direction des 
deux droites sécantes. 

Supposez qu'on mène par les points donnés D et £ {^fig. ^4) deux 
droites DF et EF, vers un point F de la droite donnée AG; elles 
détermineront sur lasecon de droite donnée A B, deux points H et G, 
et quels que soient ces points, il existe sur AB deux autres points 
fixes I et K, tels que le rectangle I H x GK est constamment égal à 
un rectangle donne. 

ANALYSE. 

Menez El, EA, DA, DK; et prolongez DE jusqu'à la rencontre 
de A G en P. Puisque les points A , F, P appartiennent à la droite A G , 
il résulte de l'hypothèse que les rectangles lAx AK, IHxGK,IN 
xNK,sont égaux entre eux; donc IH:IA.;AK:GK,d'où AH:IA 
.;AG:GK, ou bien AH:AG;:IA:GK. Par E, menez LEM parai- 
lèles à AB et rencontrant les droites A G et FD prplpngées. Alor/s il 
//• SuppL 19 
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est clair que LErLMrrÂHiAG.'ilAçGK.. IDc pins, 'p^ûaque IA 
X AK = INxNK JN:ÏA::AK:KK,d'<yù l'on déduit que AWrlA 
::AN:NK, et par conséquent IA==N^. Wajïï^ te rësaltat,LE 
:LM: :NK:GK,ët LErï:]»: :NlC:GN,ou bien LE:^«C: :«M:GN, 
c'ëst-â-dire : r'È'DiDN ; ainsi les triangles VÙ'E'A K1ït)'sont sem- 
blables, d'où il suit que 1.DK est une ligne droite. Menez t>0. 
Puisque IA='NK,LE:IA::LÉ:NK ou ::'ÉO:OI::ED:DN,etpar 
conséquent DO est parallèle à AB. Les patràllèles QD et IjM étant 
données de position, il résulté de ce qui précède, que les points O 
et L, et par conséquent les points 1 et K'sdift déterminés ; d'où l'on 
voit qu'il en est de même du rectangle I A x A K. 



SYNTHÈSE. 



Menez Dû, EL parallèles à AB, et rencontrant en O et L le. pro- 
longement de AG; tirez les droites EO,LD, et prolongez^Ies jus- 
qu'à AB éhl et K; ces derniers points «oiitles points cherchés. Car, 
si l'on mène Dt et EF, il eAt clair que LE:IA::OE:OI::ED:DN 
::DM:DG::LM:GK, d'où LE:LM::IA:GK; mais, d'un autre 
côté, LE:LM::A'H:AG; donc IA:IH;:GK:AK, et par consé- 
quent lA x AK =IH x GK. 

Ce porisme provient du: problème suivant : 

Deux droites ÀB* et AC étant données de positi^Mi, «iosi que les 

^points I, K,E et D, trouver un point F tel icjue les droites £11^, DF 

menées de ce point aux points donnés D et E, ijitercept^t sur AB, 

à partir des points donnés let K, deux segments dont le rectangle 

soit équivalent à un espace constant. Il est clait que quand les points 

'Fet K ont la^pesition qui a été assignée ei-dévant, le problême ^t 

indéterminé. 

PROPOSITION XXV. 

PORISHB. 

* « 

Trois droites tion-pârallèles étant données de position , on peut 
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en trouver une quatrième telle quç si Ton mène à travers les quatre 
droites , des parallèles à une cinquième droite donnée , ces parallèles 
coupent les qiiatre premières droites en parties proportionnelles, 
dont les rapports sont constants. 

Soient {fig. a5 ) A B, CD et A E les trois premières droites don- 
nées ; on peut en trouver une quatrième F G telle que toute paral- 
lèle à une autre droite donnée HIKL, qui traverse les quatre lignes 
AC,CD,AE, FG, soit divisée par çlles en segments proportionnels 
aux droites H I , I K , KL dont les rapports sont connus. 

ANALYSf. 

Prolongez A £ et F G jusqu'à leur point de concouis M; p^r K 
et I, menez NO et PO respectivement parallèles à AB et F G, et par 
leur point de rencontre O, menez CO. Soit HTK'L' une autre 
droite trans verse divisée comme la première ; menez de même P'O'F 
parallèle à PI O, et rencontrant CO ep. O' ; enfin tirez O'K', et pro- 
longez cette droite jusqu'en N, 

Puisque KO est parallèle à PH, HI:IK;:PI:IO; et déplus, les 
parallèles PO et P' O' étant coupées par les droites CP, C I et CO, il 
s'ensuit que PlrlOriPT:!' O'; donc HTirK'llP'rir 0^ d'oîi il 
suit que O^N' est parallèle à ON. Maintenant IK:KL:;QK:KN 
et rK':k'L'::0'K':K'N'; donc OK:KN::0'K':ït'N% ce qui 
prouve que les lignes A £, OC et F G concourent au m^ipe point I^. 
De plus CA:AF;:OK:KN::IK:KL; et cdmpie le rapport de CA 
à AF est donné, il est clair que A F et le point F soijt déterminés; 
mais le point L est donné, donc FLG est déterminée de positiop. 

SYNTHÈSE. 

Prenez le point F de manière que G A soit à A F dans le rapport 
de IK à KL, et menez LF;'ce sera la ligne cherchée. Pour le prou- 
ver, menez NK et PI parallèles à AB et F G, et par leur point de 
concours O , menez C O ; prenez sur cette droite un autre point O' 
quelconque, menez pareillenient O'K'N' et O'I'P', qui rencontrent 
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AE et CD en K' et I'; la droite transversale H'I'K'L' est divisée de 
la même manière que H IKL. 

Car, puisque NO, N'O' sont parallèles à AB, et que OP, O'P' le 
sont à FG,il s'ensuit que HI:IK::PI:IO::P'I':rO'::H'I':I'K'. 
De plus, comme CA: AF::IK:KL::OK:KN, on voit que les 
droites OC, E A, G F concourent au même point M, d'où il résulte 
queIK:KL::OK:KN::0'K':K'N'::I'R':K'L'. 

Le porisme précédent provient du cas indéterminé de ce problême 
fameux : Quatre droites AB,CD,AE,FG {^fig^ a5 his) étant données 
de position , mener une droite transversale H I K L qui soit coupée par 
ces lignes el>des segments proportionnels aux droites données X, Y,Z. 
Supposez lé problême résolu; prolongez G F et EA jusqu'à leur 
concours en M, menez les parallèles NKO et PIO^ et tirez M TO, 
Puisque TA:AF::OK:KN::IK:KL, le rapport de TA à AF est 
donné, et par conséquent le point T et la droite MO sont détermi- 
nés de position. De plus PI:IO::HI:IK", donc le rapport de PI à 
lO est aussi donné; mais le triangle CPI étant évidenunent donné 
d'espèce, le rapport de CP à PI est déterminé; ainsi le rapport de 
CP à PO est connu, et le triangle G PO déterminé d'espèce. Les 
droites MO et C O étant donc Tune et l'autre connues de position , 
leur point d'intersection O est déterminé; conséquemment les pa- 
rallèles N O et P O sont déterminées dé position ; d'oii il suit que leurs 
intersections K et I, ainsi que la droite] transversale HILK, sont 
pareillement connues. 

La construction du problême se déduit aisément de l'analyse pré- 
cédente : pour cela ayant prolongé E A et G F jusqu'à leur point de 
concours M, faites FA:AT::Z:Y, et menez MTO. Prenez ensuite 
un point quelconque Q sur C B ; menez Q S parallèle à F G , et faites 
QR:RS: ;X:Y; après cela tirez la droite CS , et prolongez-la jusqu'à 
la rencontre de MO en O; menez enfin OI et KO respectivement 
parallèles à FG et AB; la droite HIKL, qui passe par les points 
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d'intersection I et K, est la droite demandée. Car HI:IK:;PI:IO 
:;QR:RS::X:Y, etIK:KL;;OK:KN::TA:AF::Y:Z. 

Maintenant, si le rapport de GA à AF devenait égal à celui de Y 
à Z , le point T coïnciderait avec G , et la droite T O avec G O. Le 
problême, dans ce cas, serait donc indëterminë , c'est-à-dire que tout 
point pris sur G O jouirait de la propriété qui était auparavant ex- 
clusive au point O (i). 

ISOPÉRIMÈTRES. — DIÉFINITION. 

On a{^elle figures isopérimètres celles qui ont un contour égal , 
ou de même étendue linéaire. 

PROPOSITION XXVI. 

PROBLEME. 

Sur une droite donnée de position, trouver un point tel que la 
somme de ses distances à deux points donnés soit la plus petite 
possible. • 

Soit proposé de mener par un point de la droite GD {fig. ^6 ), 
aux points donnés A et B , deux droites A G et B G , dont la somme 
soit un minimum^ 

ANALYSE. 

Par B,run des points donnés, abaissez une perpendiculaire B£ 
sur GD, et après l'avoir prolongée d'une égale quantité au-dessous 
de GD, menez G F. Il est évident que les triangles rectangles BËG 
et F£G sont égaux; et par conséquent que BG= GF; ainsi A G 

(i) Ce problème fut d'abord proposé par Newton, pour déterminer le cours 
d'une comète , au moyen de quatre observations faites à petits intervalles l'un de 
l'autre. Mais malheureusement la solution conduisit ^ dans la pratique, à des résul- 
tats incertains et même erronés* Cette faute imprévue porta Boscovich à examiner 
avec soin toutes les circonstances que pouvait présenter la question , et il découvrit 
que le problâme devient indéterminé précisément dans le cas où il peut être 
appliqué aux observations astronomiques. ( Note de AT. ImH».) 
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+GF est un minimum. Il résulte de-la que la ligne AGF est droite ^ 
et elle est dëteriumée ;, puisque les points A et F sont donnés ; donc 
son intersection G avec CD, et les droites AG, BG sont pareillement 
déterminés. 

Il est évident que les angles AGC et BGD sont égaux. 

Corollaire. On résottt d*une manière analogue un problemie sem- 
blable au précédent ; sur une droite donnée de position , trouver un 
point tel que la différence de ses distances à deux points donnés , soit 
la plus grande possible. Si ces points sont situés tous deux du même 
côté de la droite. C D , fig. a6 bis , il est clair que la différence entre 
A' G et BG étant toujours moindre que A'B, la limite extrême a 
lieu , et cette différence est à son maximum quand A' G et B G coïn- 
cident avec A'B, auquel cas le point G se trouve en prolongeant A'B 
jusqu'à la rencontre de CD. Mais si les points A et B sont situés de 
côtés différents de la ligne CD comnle dans la figure fi&'bis^ abaissez 
la perpendiculaire BE que vous prolongerez en EF d'une quantité 
égale , et menez les droites AF G et FG. Les triangles BEG et FE G 
sont évidemment égaux , et par conséquent B G == G F ; mais dans le 
triangle AFG', la différence entre A G' et G' F étant moindre que 
A F, elle atteint son m^ujcimumvpjBXïA ce triangle est supposé confondu 
avec cette droite A F; dans ce cas l'angle AGE = BGC. 

PROPOSITION XXVII. 

TH^ORÊHE. 

Les droites menées par deux points donnés à un même point de 
la circonférence d'un cercle, forment la somme la moindre possible, 
quand elles sont également inclinées sur la tangente menée par leur 
point de concours. 

De toutes les droites menées par A et B {fig. 1^7 ) à la circonfé^ 
rence du cercle GDH, la somme des droites AD et BD qui font 
des angles égaux avçc la tangente £F, est la plus petite possible. 
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Par la proposition dernière, AD et £D qui tombent sous la mâme 
incidence sur la droite EF, sont plus courtes que les autres ligmes 
qu'on pourrait mener par A et B à tout autre point de £F; mais les 
lignes menées à la tangente sont moiiidres que les lignes extérieures 
qui^e terminent à la -circonféreQce; ainsi par ces deux raisons com- 
binées, AD et BD ferment le minùnum de .tontes les droites menées 

des points donnés A et B à la circonférence GDH. 

■ I 

TRO POSITION XXVni. 

P^ROB-LÊME. 

Trouver un point tel que la somme de ses distances à trois points 
donnés, soit la plus petite possible. 

Soit proposé de mener par les points A,'B, C^yï^-aS"), les droites 
AD, BD , CD, telles que leur somme soit un minimum. 

ANALYSE, 

Si on imagine que BD reste constante, la position de D sur la 
circonférence décrite du centre C avec le rayon BD,doit, par la 
' dernière proposition ,* êtne telle que la somme AD h^OD ^taxit un 
minimum^ l'angle ADB soit égal à CDB. Par 'la ménie raison, 
si AD demeure invariable, BD et CD qui ' forment un minimum^ 
doivent foire avec AD des aqgles égaux ADB et ADC. En réunis- 
sant ces conditions, on voit que les droites AD, BD,iCD, forment 
entre elles des angles égaux à leur point de concours. 

De-là dérive cette cona^ruction iDêcriYffi le triangle ABC, çt sur 
chacun des œtés AC et iB.G eonstniùsez .uni triangle léquiktéml., 
auxquels vous drconscrîrezjdes cercles; qnis^' rencontrent au^p^int-D, 
ce point est le jpoint vdasrlcbé. Carjles ailles. ADC et rCDÏB ^taitt 
les suppléments tles angles des /triangles équilatéraux ,.30Qt .<;lpiieH|i 
égal aux« deux tiers de deux angles droits, ou «u tiers d^^qùatre; 
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par conséquent les trois angles formés autour du point D sont 

égaux. 

PROPOSITION XXIX. 

PROBLEME. 

Trouver sur une droite donnée un point tel que les lignes menées 
de ce point à deux points donnés , comprennent le plus grand angle 
possible. 

Soit proposé de mener A C et BC (^fig. 29 ) , de manière que Tangle 
A C B soit un maximum. 

ANALYSE. 

Faites passer un cercle par les trois points C, A et B. Puisque 
l'angle AGB est plus grand que tout autre angle dont le sommet 
serait sur D£, cette droite doit avoir tous ses points hors du cercle, 
excepté le point C ; ainsi DE touche le cercle en C. Il suit de-là que 
G A X GB = CG", et par conséquent le point C est déterminé. 

PROPOSITION XXX. 

PROBLÈME. 

Parmi tous les triangles isopérimètres qiui reposent sur une même 
base , détenniner celui dont l'aire est la plus grande* 

Soit proposé de trouver un triangle ABC ^ reposant sur la base 
AC (^fig. 3o ) ^ et renfermant dans un périmètre donné la plus grande 
sur&ce possible. 

ANALYSE. 

Puisque la base du triangle A B C est constante ^ tandis que son 
aire est un m^zximum^ il faut que sa hauteur soit la plus grande 
possible^ et par conséquent le sommet B se trouve sur une parallèle 
À AG la plus éloignée qu'il est possible. Supposez que cette parallèle 
soit DE; la somme des côtés AB et GB, et conséquemment le contour 
entier du triangle est, par la proposition ^6 de ce livre, pag» 1499 le 
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plus petit cftÊk^il peut être, ^and {"angle A BD est égal à CB£. Or il 
est clair que AB+BG doit être un mmimum^ parce que toutes les 
autres lignes menées paor A «t C sur un point qut^lconque de D £ , 
font une somme plus granidé que ie <:oBtour constant AB+CB, puis^ 
que les segments des autres triangtes isopéritnètrôs sont en dessous 
de DE; donc l'afigle ABD=^€BE, ou ce qui revient au même 
BAC=BCA, d'oîi BC=t:BA. Ainsi le triaftgle ACB est isocèle, et 
il est détermine, car tous ses câtës sont donnes. 

Corollaire. Il résulte de-là qu'un polygone équilatéral est parmi 
tous les polygones isopériii^tre$ du même nombre de côtés, celui 
qui renferme la plus grande s«irl*€e. Car sarns changer tout le reste 
de la figure ^ supposez que deux côtés quelconques adjacents viennent 
à varier , ils formeront le phis grand triangle possible quand ils seront 
égaux en longueur. Le polygone , qui B'est autre chose que l'assem- 
blage des triangles ainsi formés, doit donc éîxt à son maximum 
quand ces triangles sont isocèles dans chaque combinaison, et par 
conséquent lorsque tous les eôtés de la figure sont égaux* 

PROPOSITION XXXI. 

THlêoRiME. 

Un polygone dont tous les côtés sont donnés , à l'exception d'un 
seul , comprend la plus grande aire possible, quand il est inscrit dans 
un demi-cercle, qui a pour diamètre, le côté indéterminé. 

Soitle polygone ABCDEF (>%-.3i ), dont les côtés AB,BC, CD, 
£D et £F sont constants, et reposent sur une base A F variable; 
Taire du polygone aura atteint sen maxèmam^ quaiid A F sera le 
diamètre d'un oerde cÀrconiscirit au pdy^new 

En e^et mettes^ AD et FD à uû queleonque de» sommets D; lef 
espaces ABCD et DEF resteront évidemnAnt les mettes, tandis 
que l'angle A D F s'aggrandira , et que les points A et F. s'écarteront 
ir Suppl. ao 
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YvLU de l'autre^ Ainsi le polygone renferiaera la plus grande surface, 
quand le triangle ADF compris entre les côtes AD et D F aura 
atteint son maximum. Maintenant le triangle sera dans cet ëtat lors- 
que la perpendiculaire abaissée de F sur AD sera la plus grande pos- 
sible. Alors il est clair que ADF doit être un angle droit, et par 
conséquent le point D est situé sftr une demi-circonférence dont A F 
est le diamètre. En appliquant le même raisonnement à tous les 
sommets B, C,E, on verra que tous doivent être sur la demi-cir- 
conférence dont A F est le diamètre. 

Premier corollaire. Ainsi un polygone , dont tous les côtés sont 
donnés, contient la plus grande surface quand il peut être inscrit 
dans un cercle. Car soit ABCD un polygone dont tous les côtés sont 
donnés; menez lé diamètre AF, et tirez DF. Le polygone ABCD F, 
ainsi formé est un maximum; mais le triangle ADF est évidemment 
déterminé^ donc le polygone restant ABCD est aussi un maximum: 

Deuxième corollaire. Il résulte de-là que de tous les polygones 
isopérimètres d'un nombre donné de côtés, le plus grand est le po- 
lygone régulier. Car par le corollaire de la proposition précédente, 
ce polygone m^aximum doit avoir tous ses côtés égaux, et ses angles 
sont aussi égaux, puisque tous ses sommets sont sur la circonfé- 
rence circonscrite au polygone. 

• PROPOSITION XXXII. 

THÉORÈME. * 

Le cercle est le plus grand de tous les polygones isopérimètres. 

Par les propositions précédentes , il est clair que le périmètre et 
le nombre des côtés étant donnés, la figure mxiximum est un poly- 
gone régulier. Soit ABCDEF (y^. 3a) un tel polygone qui a le 
périmètre donné ; partagez en deux portions égales les arcs corres- 
dants du cercle circonsciît, et inscrivez dans ce cercle un polygone 
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régulier M B G C . . . L A d'un nombre de cotés double du précédent. 
Menez le diamètre M I et les droites M D et O D. Les deux polygones 
sont composés chacun d'un même nombre de triangles égaux à ODN 
pour l'un , et à OD I pour l'autre ; ainsi leurs surfaces sont entre elles 
comme ON est à OI, ou ce qui revient au même comme PN est à 

ML Mais si le grand polygone M A s'était réduit à un polygone 

semblable , de même périmètre que A ... F et dont le côté homologue 
à DI, serait égal à DN, les aires des deux polygones semblables 
seraient dans le rapport de DP à WK% c'est-à-dire de MI à MN. 
Donc le polygone primitif A. .. .F est à un autre polygone du même 
périmètre et d'un nombre de côtés double , comme P N est à M N. 
Une figure d'un périmètre constant a donc une aire de plus en 
plus grande, à mesure que l'on double le nombre de ses côtés. En 
continuant cette duplication, le polygone régulier qui en résulte 
acquiert une surface perpétuellement croissante. Ainsi le cercle , qui 
est la limite dont s'approchent tous ces polygones à mesure que le 
nombre de leurs côtés augmente, doit, dans le même contour, ren« 
fermer le plus grand espace possible (i). 



(i) On trouve ces trois dernières propositions (3o, 3i , 3a ), traitées dune ma- 
nière diflerente, dans les Éléments de Géométrie de M. L^endre, pages i3o à 
i36 de la onzième édition, année 1817. 

Le lecteur pourra encore s*exercer sur le problème suivant, dont un grand nombre 
de géomètres se sont occupés « inscrire dans un cercle donné, un polygone dont 
les côtés passent par autant de points donnés quil 7 a de côtés dans le polygone. » 
f^ojrez pour la solution <le ce problème, tant par lanalyse que. par la synthèse , 
Mémoires de V Académie de Berlin y année 1776, ceux de TAcademie de Pétersbourg , 
année 1780; le Recueil de problêmes, publié en 1^809 par M. de Stainville, lun 
des répétiteurs de Fécole polytechnique; le premier volume des Annales de rnathé* 
matiques de M. Gergonne , qui contient plusieurs articles fort intéressants de 
M. Servois, conservateur du Musée d artillerie; les ouvrages de géométrie de 
M. Camot , et enfin les Eléments d*anafyse géométtique et algébrique , par M. S. Lhui* 
lier, Genève 1809. 

^ 20. 
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NOTE 

De M. LSSLIE sur les trois livres de son Analyse géométciqae. 



KjMê trois livres OBt pcrac objet de éioBirer dairûttent l'usage que les géomètres 
grecs 'am dit de leur analyse. Pour rei^^r cet objet, j^ai choisi une série de pro» 
positions qui présentent des difficultés croissantes, en allant du problême le plus 
simple aux questions {dus composées. 

Le premier livre, qui renfemie des questions de divers genres, est tiré de plusieurs 
sources. Les propositions aS et 26 contiennent l'analyse de deux problèmes fameux 
dans l'école de Platon « la trisection de Tangle , et la duplication du cube. » Ces pro* 
Mêmes conduisent inimédiflMnient à une géométrie plus étevée. Le darnier théo- 
«éme de ce livre est le seul qui soit tiré deoelui'd'fiuclide, qui a pour titre : Data 
ou lef Données^ 

Dans les second et troisième livres, j*ai diercbé à présenter l'analyse des anciens 
dans son état le plus parfait, et avec Textension que lui avaient donnée Apollonius 
et ses illustres contemporains. Sans omettre les questions principales, j*ai évité les 
détails longs ou £tf tidieux. Notre système d'éducation moderne est tellement étendu 
qu'il ne reste pas de loisir pour se livrer à des études qui exigent peu de contention 
d'esprit. 

La médiode d'analyse, tant estimée dans les écoles anciennes, devenait 1 objet 
de renseignement, Ibrqu'on avait appris les éléments de géométrie. Suivant Pàppus , 
elle contenait buit traités distincts. ( Voyez les titres de ces traUès dans rinùxh- 
duction de la partie algêbriju/e de la Géométrie a trois disnensùnUy de M. Hacbette ). 

Les ponsBKS d'Endide, aviec qudqms addii^s , Mvfi contemis dans les propo- 
sitions iS — ^ da «roisième Kvre. Les' dernières propositions de ce livre sont rela- 
tives atix isopérimètres. Quoique f aie traité ce sujet avec la concision des géomètres 
modernes, on verra , j'espère, que je ne me suis pas écarté de fe^rit des anciens 
géomètres. ( N0U de Fauteur , page 434 de Fouprage traduit, ) 
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SECOND ^Pi^I^MENT DE LA GEOMÊlUiE DESCRIPTiVE ; 8 pi. 



XJjBFiNiTiON des divers modes de projection dont on f^it usage dans la Géométrie 
descriptive. Exemples. p^gi^ <~4* 

Méthode synthétique des tangentes. 

Application aux sections coniques. 4 — 6. 

Du plan tangent de la seconde espèce, en un point dune surface, pour lequel 
les rayons de courbure sont de signes contraires. Exemples. 6 — 1 2 

Construction géométrique des rsiyohs de courbure des courbes planes et à double 
courbure. Exemples. i4-*3a. 



ANALYSE 'GÉOMÉTRIQUE; 3 pi. 

Définition de Xanalyse. 33. 

LIVRE I", CONTENANT a8 PROPOSITIONS. 

Chaque proposidoti comprend deux pai^ties , analysé et synthèse» 
PnwaiiBKK ntcnrosmon. Par deufx points donnés ^ mener des obliques à une droite 
connue, qui soîeitt également incUilées^ sur elle. a. Par un point donné, mener une 
droite qui fatfse des angles égatix Ëvec deux droite» données de position. 3. Par 
un point donné , m«Mr tme droite telle que ks ^ments InEeroeptés par les per* 
pendicidaire» al^ai^sées sur die de denx points donné»; 'Soieut égaux. 4- Partager' 
un tiiatogle c^ deux parties éqmvn^lentes par une Hgne dix>tt'e mrenée à'ffn point 
donné sur un dés-côtés. 5. Trouver un point dans Tintérieur dnn triangle, tel que 
les droites menées dé ce p6int aux trois sommet^, divisent le triangle en trois triangles 
équivalents. 6. Partager un triangle en trois partieséquivalentespar dés-lignes droites 
JtienéeB d'un point donné dans Tintérieur du triangle. 7, Inscrire un quarré dans un 
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triangle. 8. Par un point donné , mener une droite telle qoe les parties de cette 
droite , terminées à deux lignes données, soient entre elles dans un rapport donné, 
g. Par un point donné , mener une droite qui soit divisée dans un rapport donné 
par la circonférence d'un cercle donné. lo. Pte deux points donnés sur la circon* 
térence d'un cercle, mener à un autre point de cette circonférence, deux droites 
qui soient entre elles dans un rapport donné, ii. Par un point donné, mener i 
un cercle une sécamte, telle que le reclangle «le la partie extérieive et de la partie 
comprise dans le cercle, soit équivalent à une aire donnée. la. Par deux points 
donnés , faire passer un cercle qui coupe par le milieu la circonférence d'un cercle 
lonné. i3. Couper une droite donnée en deux parties telles que le quarré construit 
soit équivalent au rectangle construit avec la seconde et avec une autre ligne 
donnée. i4« Partager une droite donnée en deux parties qui soient entre elles ma 
raison sous-doublée de deux autres parties aussi données de la même droite. 
i5. Trouver un point sur le diamètre d'un cercle, tel qu'en menant par ce point, 
sous une inclinaison donnée^ une droite terminée à la circonférence, le quarré de 
cette droite soit dans un rapport donné avec le rectangle des deux segments du 
diamètre. i6. Par deux points donnes, mener à un point de la circonférence d'un 
cei'cle donné, deux droites telles que la corde de Tare quelles interceptent, soit pa- 
rallèle à la ligne qui joint les deux points donnés. 17. Par deux points, donnés, 
mener à un point de la circonférence d'un cercle , deux droites telles que la corde 
de l'arc intercepté rencontre en un point donné la droite qui joint les deux pre* 
roiers points donnés. 18. Par deux points donnés sur la circonférence d'un cerdè, 
mener à un autre point de la partie opposée de la circonférence, des droites qui 
coupent un diamètre donné en deux points également éloignés du centre. 19. Par 
un point donné, mener une droite telle que le rectangle des segments interoeptés 
sur elle par deux lignes données, soit équivalent à une surface donnée. 20. Par un 
point donné, mener une droite qui détermine sur deux droites données, deux* 
segments dont la somme soit égale à une longueuf donnée, ai. Par un des som- . 
mets d'un quarré, mener une droite telle que la partie interceptée entre les deux 
côtés opposés du quarré , soit égale à une ligne donnée. 22. Eunt donnés la hau- < 
teur dun triangle, sa base et le recungle des deux autres côtés; construire le 
triangle. 23. Etant données Fhjpothénuse d'un triangle. rectangle, et la différence, 
ou la somme des deux autres côtés, construire ce triangle. 24. Trouver la construc*. 
tion du pentagone et du décagone réguliers. 25. Trouver les conditions nécessaires, 
pour la trisection de l'angle. 26. Déterminer les conditions auxquelles on doit. 
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satisfaûte pour insérer deux moyennes proportionnelles' entre deux lignes données. 
ay et a8. Théorèmes. pa^es 32 — 70. 

LIVRE II, CONTENANT 3i PROPOSITIONS. 

Première proposition. Par un point donné, mener une droite qui intercepte, 
sur deux parallèles données , des segments qui aient entre eux un rapport donné. 
!i. Deux droites qui se coupent étant données de position y mener par un point 
donné, une droite qui détermine sur elles des segments dont le rapport soit égal 
a un rapport donné. 3. Deux droites qui se coupent étant données , mener par un 
point donné une droite qui détermine sur chacune d'elles des segments , qui aient 
un rapport donné; ces segments étant comptés pour la première à partir du point 
de concours, et pour la seconde à partir d*un point donné. 4- Deux droites qui se 
coupent étant données , mener par un point donné, une troisième ligne telle que les 
distances des points où elle rencontre les deux premières, à deux autres points don* 
nés sur celles-ci , soient également données. S. Etant données deux parallèles et une 
droite qui les coupe , mener par un point de cette sécante , une autre droite telle 
que les segments interceptés sur les parallèles entre elle et la sécante, forment un 
rectangle donné. 6. Par un point donné , mener une droite qui intercepte sur deux 
parallèles données et à partir de deux points donnés , deux segments dont le rect* 
angle soit égal à un rectangle donné. 7. Deux drpites qui se coupent étant don- 
nées, mener par un point donné une troisième droite telle que les segment^ 
qu'elle détermine sur elles à partir de leur point de concours, forment un rectangle 
donné. 8. Par un point donné, mener une droite telle que par son intersection 
^vec deux droites données qui se coupent, elle forme un triangle dune aire don- 
née. '9. Deux droites qui se coupent étant données, mener par un point donné 
une autre droite qui détermine sur elles deux segments dont le rectangle soit égal 
à un rectangle donné; ces segments étant comptés, Tun à partir du point d'inter- 
section des droites données, et Tautre à partir d'un point fixe sur lune de ces 
droites. 10. Deux droites qui se coupent étant données, ainsi quun point sur cha- 
cune d'elles, mener par un autre point donné, une troisième ligne qui détermine 
^sur les deux premières et à partir de chacun des points donnés sur elles , des seg- 
ments, dont le rectangle soit égal à un espace donné. 11. Partager une ligne donnée 
en deux portions telles que le quarré construit sur l'une , soit équivalent au rect- 
angle construit avec Vautre et avec une ligne donnée. 12t. Diviser une ligne donnée 
en deux portions telles que le quarré de la première, soit dans un rapport donné 
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avec le rectangle oeortmit sur la seconde et sur une droite donnée» i3. Etant 
ùoaoéê trois points sur nne même ligne droite, on propose d^en trouver nn ^oa» 
trième tel que le rectangle Êiit avec sa distance an premier point et nne ligne 
donnée, soit équivalent à celui qui aurait pour côtes ses £stances aux deux antres 
points. i4- Eunt donnés trois points sinr une même ligne droite y on propose d*en 
trouver un quatrième td que le rectangle fait avec sa distance an premier point 
et nne ligne donnée , soit dans un rapport donné avec celui qui aurait pour côtés 
ses 4i*lance* aux deux autres points. i5. Etant donnés trois points sur une même 
ligne droite , on propose d'en trouver un quatrième td que le quarré de sa distance 
au premier , soit égal au rectangle de ses distances aux deux autres. i6. Etant don- 
nés yrois points sur une même ligne droite , on propose d'en trouver un quatrième 
tel que le quarré de sa distance au premier point , soit dans un T9ppoTt donné avec 
le rectangle de ses distances aux deux autres. 17. Etant donnés quatre points sur 
une même ligne droite, on propose d'en trouver un cinquième tel que le rect- 
angle de êes distances aux deux premiers, soit daiis un rapport donué arec le 
rectangle de ses distances aux deux autres. x8. Etant donnés quatre points sur une 
même ligne droite , on propose d'en trouver un cinquième tel que le rectangle de 
êes distances aux deux points extrêmes, soit dans un rapport donné avec le rect- 
angle de ses distances aux deux points moyens. 19. Par un point donné, mener 
une droite telle que la partie interceptée dans une circonférence donnée, soit 
égale a une ligne donnée, ao. Par un point donné , mener une droite telle que 
la partie de cette droite comprise entre deux circonférences concentriques, soit 
d'une longueur donnée, ai. Etant donnés deux cercles qudconques, et un point 
sur la droite qui joint leurs centres, tel que les distances de ce point aux centre^ 
des cercles, soient proportionnelles à leurs rayons, on propose de mener une 
Hutre droite dont la partie interceptée par les deux circonférences, ait une longueur 
donnée, aa. Deux cercles dont Tun est intérieur à l'autre étant donnés, mener 
par un point donné sur la circonférence du plus petite et sur la droite qui joint 
les doux centres , une droite telle que la partie comprise entre les deux circcmfé- 
renoes, S4it d'une longueur donnée. a3. Par l'extrémité d'un cercle donné, mener 
une droite telle que la partie interceptée entre b circonférence et une perpendicu- 
laire au diamètre» soit d\uie longueur donnée» a4« Par un point donné sur la 
droite qui divise un angle en deux parties ^ales , mener une autre droite telle 
que la portion compris entre les deux côtés de 1 angle, soit d'une longueur don* 
née. aS. Par le sommet d'un rhombe, mener une droite telle que la partie comprise 
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entre les deux càtës quelle rencontre , soit d'une longueur donnée. 26. Par deux 
points donnés, faire passer un cercle qui touche une droite donnée de position. 
( Note sur Om^rique Hugo). 27, Par un point donné, faire passer un cercle tangent 
à deux droite^ données. 28. Par deux points donnés, faire passer un cercle tangent 
à lin cercle donné. 29. Par un point donné, faire passer un cercle tangent à un 
cercle donné et à une droite donnée de position. 3o. Par un point donné, faire 
passer un cercle tangent à deux cercles donnés. 3i. Décrire un cercle tangent à 
deux droites données et à un cercle donné. pages 71 — 112. 

LIVRE III, CONTENANT Sa PROPOSITIONS. 

Définition des lieux géométriques. 11 3. 

Première proposition. Si d'un point donné on mène à une droite donnée des 
lignés qui soient divisées dans un rapport connu , le lieu des points de division est 
une autre droite déterminée de position. 2. Si d'un point donné, on mène à la 
circonférence d'un cercle dt>nné des lignes droites , et qu'on les divise dans un rap- 
port connu , le lieu des points de division est une circonférence de cercle déter- 
minée. 3. Sur chacun des côtés d'un angle donné, on place un point, et sans 
changer le rapport des distances des deux points ainsi déterminés au sommet de 
l'angle, ni la position de ce sommet, ni la grandeur de l'angle, on suppose que 
l'un des points parcourt une ligne droite donnée , il est question de démontrer que 
l'autre point aura aussi pour lieu une droite déterminée. 4* Si par un point fixe , 
on mène deux droites dont les longueurs sont dans un rapport constant , et dont 
l'inclinaison est invariable; si l'extrémité de l'une parcourt une circonférence de 
cercle déterminée, TexrPémité de l'autre aura pour lieu une circonférence égale- 
ment déterminée. 5. Une droite menée par un point fixe est divisée en un point 
de sa longueur en deux parties telles que le rectangle de l'une et de la ligne en- 
tière, équivaut à un rectangle constant et donné ; si le point de section se meut en 
parcourant une droite donnée , l'extrémité de la ligne raolnle aura pour lieu une 
circonférence déterminée. 6. Une droite assujétie à passer constamment par un 
point fixe, est divisée en deux parties telles que le rectangle de l'une comptée du 
point fixe, par la ligne entière, soit constamment égal â un rectangle donné; si le 
point de division parcourt une circonférence donnée , l'extrémité de la droite aura 
pour lieu une ligne droite déterminée de position , ou une circonférence de cercle 
déterminée , selon que le point fixe s0ra ou ne sera pas situé sur la circonférence 
donnée. 7. La grandeur d'un angle , son sommet et le rectangle de ses côtés étant 
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fixes et donnés , si Textrémité de Tun des c6tës parcourt une ligne droite donnée , 
celle de l'autre aura pour lieu une circonférence de cercle déterminée. 8. Si deux 



droites 9 dont les longueurs sont dans un rapport constant, se meuvent en s'ap- 
pu jant toujours sur deux droites fixes données et en conservant la même direction , 
leur point dintersection décrira une ligne droite déterminée. 9. Trois droites qui 
concourent en un même point étant données de position j si uiie quatrième droite 
les coupe sous une inclinaison constante, et de manière que le rectangle de son 
premier segment par une droite donnée , soit égal à la somme des rectangles de 
son premier et de son second segment par des lignes données; le lieu du point 
d^où sont comptés les segments, est une droite déterminée. 10. Quatre droites qui 
concourent en un même point, éunt données de position, si une cinquième droite 
les coupe sous une inclinaison constante et de telle manière que la somme des 
rectangles de son premier et second segment par des lignes données , soit égale 
à la somme des rectangles de son troisième et de son quatrième segment par 
d'autres lignes données, le point d'où sont comptés tous les segments, aura pour 
lieu une droite déterminée. 11. Une droite étant donnée de position, si deux 
autres droites la coupent sous des inclinaisons données , de manière à intercepter 
sur elle , à partir de deux points fixes , des segments dont le rapport soit constant , 
le point de concours des droites mobiles a pour lieu une droite déterminée. la. Si 
par deux points donnés, on mène deux droites dont les longueurs soient entre 
elles dans un rapport constant, le point de concours de ces lignes auia pour lieu 
une droite ou une circonférence de cercle déterminée. i3. Si un point mobile 
est assujéti à cette condition que le quarré de sa distance à un point fixe donné , 
équivaille au rectangle de sa distance à une droite fixe et d'une autre ligne 
donnée, le lieu de ce point est une circonférence de cercle déterminée. i4* Si 
par deux points donnés, on mène deux droites qui se coupent, et qui soient 
telles que la différehce du quarré de Tune et d'un espace donné, soit en rapport 
constant avec le quarré de l'autre , le lieu du point de concours de ces droites 
est une circonférence de cercle déterminée. i5. Si par deux points fixes donnés , 
on mène deux droites qui se coupent de manière que la différence de leurs quarrés 
soit constante , leur point de concours décrit une ligne droite déterminée de posi- 
tion. i6. Lemme. 17. Si par. plusieurs points fixes donnés , on fait j>asser des droitef 
terminées toutes à un même point, et telles que la somme de leurs quarrés, soit 
constamment égale à un e#paoe donné , ce point de concours aura pour lieu une 
circonférence de cercle déterminée. ' pages ai3 — 135« 
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Définition du porîsnie. - page i36. 

Proposition i8. Trois points étant donnés; on peut en trouver un quatrième tel 

qu'en j fuisant passer une droite quelconque, la somme des distances de cette 

* 

droite aux deux premiers points donnés^ soit égale à sa dislance au troisième. 
19. Un cercle et une droite étant donnés ^ on peut trouver un point tel que toute 
droite qui y passe et qui est terminée par le cercle et la droite, est divisée au point 
cherché en deux segments dont le rectangle est déterminé, ^o. Un cercle et un 
point étant donnés , on peut trouver un autre point tel qu'en menant de ce point 
et du premier, deux droites à un point queli^onque de la circonférence, ces deux 
droite's soient toujours dans un rappoit donné, ai. Un cercle et une droite 'étant 
donnés, on peut trouver un point tel que toute droite menée par ce point à la 
ligne' donnée, soit moyenne proportionnelle entre les deux segments interceptés 
par la circonférence et la droite données. 2 a. Un point étant donné sur le diamètre 
d'un cercle donné , on peut trouver un autre point dans le prolongement de ce dia* 
mètre tel que l'angle formé par deux droites menées de ce point aux extrémités 
d'une corde quelconque qui passe par le point donné, soit divisé en deux parties 
égales par le diamètre. a3. Un point étant donné sur la circonférence d'un cercle , 
on peut trouver un autre point tel que deux droites menées par ce. point et par 
le premier à la partie opposée de la circonférence, retranchent sur une corde 
donnée des segments dout les rectangles soient entre eux dans un rapport connu. 
24. Si par deux points donnés, on mène à Tune de deux lignes données, deux 
droites qui coupent l'autre ligne en deux points , on peut trouver sur cette seconde 
ligne deux points fixes , tels que le rectangle de leurs distances aux points d'inter* 
section, soit égal à un rectangle assignable, qui restera le même quelle que soit 
la direction des deux droites sécantes. aS. Trois droites non-parallèles étant don- 
nées de position ,> on peut en trouver une quatrième telle que si l'on mène à travers 
les quatre droites, des parallèles à une cinquième droite donnée, ces parallèles 
coupent les quatre premières droites en parties proportionnelles, dont les rapports 
sont constants. pages i36— -i49- 

Définition des iso périmètres. i49* 

Proposition 26. Par une droite donnée de position, trouver un point tel que la 
somme de ses distances à deux points donnés , soit la plus petite possible. 27. Les 
droites menées par deux points donnés à un même point de la circonférence d'un 
cercle, forment la somme la moindre possible, quand elles sont également inclinées 
sur la tangente menée par leur point de concours. a8. Trouver un point tel que 
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la somme de ses distances à trois points donnés , soit la plus petite possible, 
tip. Trouver sur line droite donnée un point tel que les lignes menées de ce point 
à deux points donnés^ comprennent le plus grand angle possible. 3o. Parmi tous 
les triangles isopérimètres qui reposent sur une même base , déterminer celui dont 
Taire est la plus grande. 3i. Un polygone dont tous les côtés sont donnés, à l'ex- 
ception d'un seul , comprend la plus grande aire possible quand il est inscrit dans 
un demi-cercle , dont le côté indéterminé est le diamètre. 3a. Le cercle est le plus 
grand de tous les polygones isopérimètres. pages 149 — 155. 

Note de M. Leslies sur soti analyse géométrique. i56. 
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ERRATA. 

Supplément de la Géométrie descriptive. 

Page 7 , ligne 18 , au lieu de R, lisez : A, — Page 8, ligne 19, an lieu de asymptotes , 
lisez : droites génératrices de Thyperboloïde. — Page 10, lig. i, au lieu de le plan de la 
figure I, lisez : les plans des^. i et a de la. — Page. 11 , lig. i, après H'\ ajoutez enparen* 
^bèse ( le point H" est au-delà de la droite xjr de la^f^. a). — Page a4, ligne 19, au lieu 
de le droit, lisez : la droite. — Page aS, lig. 5 , après osculateur, ajoutez : menée par son 
centre. — Même page, ligne i3 , au lieu de O (M) , lùez ; OM. 

Analyse Géométrique, * 

Page 40 , lig. 3-, au lieu delà ligne BH, lisez : DH. — Page 52 , lig. la, au lieu de l'ana- 
lyse , lisez : l'angle. — Page 53 ; lig. 1 8 , au lieu de A G H , lisez : B G H. — Page 56 , lig. 6 , 
au lieu de AG , lisez : DG. — Page 59, lig. 9, au lieu de AB, lisez : AD. — Page 75, 
lig. i5, au lien àefig. i5 , lisez:fig,S^ — I^age. 8a, ayant-dernière ligne, au lieu de Jrg. 8, 
lisez : fig, 12. — Page 83, lignes 17 et 18 , au lieu de C B, lisez : CD. — Page 91 , ligne 6 
en remontant, au lieu de MIG , lisez : M IH. — Page xoo , lig. 4» au lieu de menez , lisez : 
mener. — Même page, lig. 3 en remontant, au lieu de AEG, lisez : AFC. — Page 10 1, 
lig. 3, au lieu de 26 .(6û), lisez : 25 {bis), — Page ii5 , lig. 12 , au lieu de CD, lisez : 
BTi, — Page i5i, lig. 2 , au lieu de sont plus, lisez : sont en somme plus. -— Même page , 
lig.' i5 , au lieu de centre C , lisez ; centre B. 

Appendice des Éléments de Géométrie à trois dimensions , ^/^8®. année 1 81 7, 

Page i39 , lignôs 6 et 8 , au lieu de rayons , lisez : rayons inverses. — Page 140, lig. 6^ 
au lieu de p = r-f-r', lisez : p' = r-f- r*. 
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